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DES FONCTIONS ANALYTIQUES, 

CONTENANT 

Les principes du Calcul différentiel , dégagés de toute considération 
d'infiniment petits ou d évanouis s ans , de limites ou de fluxions, 
et réduits à t Analyse algébrique des quantités finies. 



PREMIÈRE PARTIE. 

Exposition de la Théorie, avec ses principaux usages dans t Analyse* 



N appelle fonc tion d'une ou de plusieurs quantités, toute expression 
de calcul dans laquelle ces quantités entrent d'une manière quelconque , 
mêlées ou non avec d'autres quantités qu'on regarde comme ayant des 
Valeurs données et invariables , tandis que les quantités de la fonction 
peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi dans les fonctions on 
ne considère que les quantités qu'on suppose variables , sans aucun égard 
kux constantes qui peuvent y être mêlées. 

» ■ 

3. Pour marquer une fonction (Tune seule variable comme*, nous ferons 
simplement précéder cette variable.de la lettre ou caractéristique/) ou F; 
mai* lorsqu'on Voudra désigner la fonction d'une quantité, déjà composée 

A 
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2 THÉORIE 

de cette variable , comme x* ou a -h- £ x ou &c. , on renfermera cette 
quantité entre deux parenthèses. Ainsi fx désignera une fonction de x, 
f ( x * )>f (° ~+~ &*)> & c - désigneront des fonctions dex*, de a-\-b x,&c. 

Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes comme x, y, 
nous écrirons / (x, y) , et ainsi des autres. 

Lorsque nous voudrons employer d'autres caractéristiques pour marquer 
les fonctions, nous aurons soin d'en avertir. 

Le mot fonction a été employé par les premiers analystes pour désigner 
en général les puissances d'une même quantité. Depuis on a étendu la 
signification de ce mot à toute quantité formée d'une manière quelconque 
d'une autre quantité. Leibniri et les Bertioulli l'ont employé les premiers 
dans cette acception générale , et il est aujourd'hui généralement adopté. 

^. Considérons donc une fonction fx d'une variable quelconque x. Si à 
Ja place de* on met x H— ///étant une quantité quelconque indéterminée, 
elle deviendra f fx —\— ///et par la théorie des séries on pourra la développer 
en une suite de cette forme fx — f- pi — f- q i — \— r /' —H &c.,"dans 
laquelle les quantités p,<], r, &c. , coèfîiciens des puissances de/, seront 
de nouvelles fonctions de x, dérivées de la fonction primitive fx , et 
indépendantes de la quantité /. * • 

11 est clair que la forme des fonctions p , q , r, 8cc. dépendra uniquement 

de celle de la fonction fx ; et on déterminera aisément ces fonctions dans 

les cas particuliers par les règles ordinaires de l'algèbre, en développant 

la fonction dans une série ordonnée suivant les puissances de /. 

: • .. ■> -. il'! ; . ". ". - : 

4. Cette manière de déduire d'une fonction donnée d'autres fonctions 

dérivées et dépendant essentiellement de la fonction primitive, est de la 
plus grande importance dans l'analyse. La formation et le calcul de ces 
différentes fonctions sont à proprement parler le véritable objet des nou- 
veaux calculs , c'est-à-dire du calcul appelé differentie! , ou fluxionnel. Les 
premiers géomètres qui ont employé le calcul diiîcreiuiel , Lcibniti, les 
Bemoulli , f Hôpital , &c. l'ont fondé sur la considération des quantités 
infiniment petites de ditférens ordres , et sur la supposition qu'on peut 
regarder et traiter comme égales les quantités qui ne diffèrent entre el/es 
c^ue par des quantités infiniment petites à leur égard. Çontens d'arriver 
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DES FONCTIONS ANALYTIQUES. J 

par les procédas de ce calcul d'une manière prompte et sûre à des résultats 
exacts , ils ne se sont point occupés d'en démontrer les principes. Ceux 
qui les ont suivis, Euler , d' Alembert , &c. ont cherché à suppléer à ce 
défaut , en faisant voir , par des applications particulières , que les diffé- 
rences qu'on suppose infiniment petites , doivent titre absolument nulles , 
et que leurs rapports , seules quantités qui entrent réellement dans le calcul, 
ne sont autre chose que les limites des rapports des différences finies , ou 
indéfinies. * • 

Mais il faut avouer que cette idée, quoique juste en elle -même, n'est 
pas assez claire pour servir de principe à une science dont la certitude doit 
être fondée sur l'évidence, et sur-tout pour être présentée aux commençans; 
d'ailleurs il me semble que comme dans le calcul différentiel , tel qu'on 
l'emploie, on considère et on calcule en effet les quantités infiniment 
petites ou supposées infiniment petites elles-mêmes, la véritable métaphy- 
sique de ce calcul consiste en ce que l'erreur résultant de cette fausse 
supposition est redressée ou compensée par celle qui naît des procédés 
mêmes du calcul , suivant lesquels on ne retient dans la différenciation 
que les quantités infiniment petites du même ordre. Par exemple , en 
regardant une courbe comme un polygone d'un nombre infini de côtés 
chacun infiniment petit, et dont le prolongement est la tangente de la 
courbe, il est clair qu'on fait une supposition erronée; mais l'erreur se 
trouve corrigée dans le calcul par l'omission qu'on y fait des quantités 
infiniment petites. C'est ce qu'on peut faire voir aisément dans des 
exemples, mais dont il serait peut-être difficile de donner ime démons- 
tration générale. . 

5. Newton , pour éviter la supposition des infiniment petits, a considéré 
les quantités mathématiques comme engendrées par le mouvement , et il a 
cherché une méthode pour déterminer directement les vitesses ou plutôt le 
rapport des vitesses variables avec lesquelles ces quantités sont produites; c'est 
ce qu'on appelle, d'après lui, la méthode des fluxions ou le calcul fluxionnel, 
parce qu'il a nommé ces vitesses fluxions des quantités. Cette méthode ou ce 
calcul s'accorde pour le fond et pour les opérations, avec le calcul différentiel, 
et n'en diffère que par la métaphysique qui paraît en effet plus claire, parce 

A x 
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t|4ie tout le mon Je a ou croit avoir une idée de la .vitesse. Maïs, d'un côté , 
introduire ie mouvement dans un calcul qui n'a que des quantités algébriques 
pour objet, c'est y introduire une idée étrangère, et qui oblige à regarder ces 
quantités comme des lignes parcourues par un mobile; de l'autre, il faut 
avouer, qu'on n'a pas même une idée bien nette de ce que c'est que la 
vitesse d'un point à chaque instant, lorsque cette vitesse est variable; et 
on peut voir par le savant Traité des fluxions de Maclaurhi , combien il 
est difficile de démontrer rigoureusement la méthode des fluxions , et 
combien d'artifices particuliers il faut employer pour démontrer les diffé- 
rentes parties de cette méthode. 

Aussi Newtôn lui-même, dans son livre des Principes , a préféré, 
comme plus courte , la méthode des dernières raisons des quantités éva- 
nouissantes ; et il faut avouer que c'est aux principes de cette méthode 
q.ue se réduisent en dernière analyse les démonstrations relatives à celle 
des fluxions. Mais cette méthode a, comme celle des limites dont nous 
avons parlé plus haut, et qui n'en est proprement que la traduction algé- 
brique, le grand inconvénient de considérer les quantités dans l'état où 
tiîes cessent, pour ainsi dire, d'être quantités; car quoiqu'on conçoive 
toujours bien le rapport de deux quantités tant qu'elles demeurent finies, 
ce rapport n'ofFre plus à l'esprit une idée claire et précise , aussitôt que 
ses deux termes deviennent l'un et l'autre nuls à-la-fois. 

6. C'est pour prévenir ces difficultés, qu'un habile géomètre anglais, 
qui a fait dans l'analyse des découvertes importantes , a proposé dans ces 
derniers temps de substituer à la méthode des fluxions , jusqu'alors suivie 
scrupuleusement par tous les géomètres anglais , une autre méthode 
purement analytique , et analogue à la méthode différentielle, mais dans 
laquelle, au lieu de n'employer que les différences infiniment petites ou 
nulles des quantités variables, on emploie d'abord des valeurs différentes 
de ces quantités , qu'on égale ensuite , après avoir fait disparaître par la 
divfeion le facteur que cette égalité rendrait nul. Par ce moyen, on évite 
à la vérité les infiniment petits, et les quantités évanouissantes; mais les 
procédés et les applications du calcul sont embarrassans et peu naturels , 
et il faut convenir que cette manière de rendre le calcul différentiel plus 
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rigoureux dans ses principes, lui fait perdre ses principaux avantages, la 
simplicité de la méthode et Ja facilité des opérations. Voyei l'ouvrage 
intitulé : The res'idual analysh , a new braitch of the algcbnc art by John. 
Landen , Lon'Jon , 1764; ainsi que le discours publié par le même 
auteur , en 1758, sur le même objet. 

Ces variations dans la manière d'établir et de présenter les principes 
du calcul différentiel , et même dans la dénomination de ce calcul , 
montrent, ce me semble, qu'on n'en avait pas .saisi la véritable théorie, 
quoiqu'on eût trouvé d'abord les règles les plus simples et les plus 
commodes pour le mécanisme des opérations. 

7. Dans un mémoire imprimé parmi ceux de l'académie de Berlin, de 
1772, j'avançai que la théorie du développement des fonctions en série 
contenait les vrais principes du calcul différentiel , dégagés de toute consi- 
dération d'infiniment petits , ou de limites , et je démontrai par cette 
théorie le théorème de Tai/or , qu'on peut regarder comme le principe 
fondamental de ce calcul , et qu'on n'avait encore démontré que par le 
secours de ce même calcul , ou par la considération des différences infini- 
ment petites. 

Depuis, Arbogast a présenté à l'académie des sciences un beau mémoire,- 
où la même idée est exposée avec des développemens et des applications 
qui lui appartiennent. Cet ouvrage ne doit rien laisser à désirer sur l'objet 
dont il s'agit ; mais l'auteur n'ayant pas encore jugé ;\ propos de le faire 
paraître , et m'étant trouvé engagé par des circonstances particulières à 
développer les principes généraux de l'analyse , j'ai rappelé mes anciennes 
idées sur ceux du calcul différentiel , et j'ai fait de nouvelles réflexions 
tendantes à les confirmer et à les généraliser ; c'est ce qui a occasionné cet 
écrit, que je ne me détermine à publier que par la considération de l'uti-. 
iité dont il peut être à ceux qiû étudient cette branche importante de 
l'analyse. 

8. Il peut au reste paraître surprenant que cette manière d'envisager le 
calcul différentiel ne se soit pas offerte plutôt aux géomètres , et sur- tout 
qu'elle ait échappé à Newton, inventeur de la méthode des séries et de 
celle dei fluxions. Mais nous observerons à cet égard qu'en effet Newton 
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n'avait d'abord employé que fa simple considération des séries pour ré- 
soudre le problème troisième du second livre des Principes , dans lequel 
il cherche la loi de la résistance nécessaire pour qu'un corps pesant décrive 
librement une courbe donnée; problème qui dépend naturellement du 
calcul différentiel ou fluxionnel. On sait que Jean Bernoulli trouva cette 
solution fausse , en la comparant avec celle qui résulte du calcul diffé- 
rentiel; et son neveu Nicolas prétendit que l'erreur venait de ce que 
Newton avait pris le troisième terme de la série convergente dans laquelle 
il réduisait l'ordonnée de la courbe donnée , pour la difîcrentielle seconde 
de cette ordonnée, et le quatrième pour la différentielle troisième, au. 
lieu que suivant les règles du calcul différentiel, ces termes ne sont, l'un 
que la moitié, l'autre que la sixième partie des mêmes différentielles. 
( Voyez ! es Mémoires de l'académie des sciences de 1 7 1 1 , et le tome V 
des (Euvres de Jean Bernoulli. ) Newton , sans répondre , abondonna entiè- . 
rement sa première méthode, et donna dans la seconde édition des prin- 
cipes une solution différente du même problème , fondée sur la méthode 
même du calcul différentiel. Depuis on n'a plus parlé de l'application de 
la méthode des séries à ce genre de problèmes , que pour avertir de la 
méprise dans laquelle Newton était tombé, et faire sentir la nécessité d'avoir 
égard à l'observation de Nicolas Bernoulli. ( Voyei l'Encyclopédie , aux 
articles différentief, force. ) Mais nous ferons voir que cette méprise ne 
vient point du fond de la méthode, mais simplement de ce que New toit 
n'a' pas tenu compte de tous les termes auxquels il fallait avoir égard , et 
nous rectifierons de cette manière sa première solution , dont aucun des 
commentateurs des Principes n'a fait mention. 

o. Nous nous proposons dans cet écrit de considérer les fonctions 
qui naissent du développement d'une fonction quelconque. Nous 
donnerons la loi de leur formation et -de leur dérivation , et nous en 
montrerons l'usage pour la transformation des expressions analytiques. 
Nous ferons ensuite l'application de ces fonctions dérivées aux prin- 
cipaux problèmes de géométrie et de mécanique qui se rapportent au 
calcul différentiel, et nous donnerons par-là à la solution de ces pro- 
blèmes la rigueur des anciennes démonstrations. Enfin , nous ferons 
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voir l'identité de ce calcul des fonctions avec le calcul différentiel pro- 
prement dit, et nous démontrerons par ce moyen les principes et les 
règles connues de celui-ci , d'une manière indépendante de toute suppo- 
sition et de toute métaphysique. 

10. Mais pour ne rien avancer gratuitement , nous commencerons par 
examiner la forme même de la série qui doit représenter le développement 
de toute fonction/*, lorsqu'on y substitue x-t-/ à la place de x,etque nous 
avons supposée ne devoir contenir que des puissances entières et positives 
de /' (n.° 3 ). 

Cette supposition se vérifie en effet par le développement des différentes 
fonctions connues; mais personne, que je sache, n'a cherché à la dé- 
montrer à priori; ce qui me paraît néanmoins d'autant plus nécessaire, 
qu'il y a des cas particuliers où elle ne peut pas avoir lieu. D'ailleurs le 
calcul différentiel porte expressément sur cette même supposition , et 
les cas qui font exception sont précisément ceux où ce calcul a été accusé 
d'être en défaut. 

Je vais d'abord démontrer que dans la série résultant du développement 
de la fonction yy* — |— i) , il ne peur se trouver aucune puissance fraction- 
naire de /', à moins qu'on ne donne à a* des valeurs particulières. 

En effet , il est clair que les radicaux de i ne pourraient venir que des 
radicaux renfermés dans la fonction primitive fx, et il est clair en même 
temps que la substitution de x-f- /, au lieu de x, ne pourrait ni augmenter ni 
diminuer le nombre de ces radicaux ni en changer la nature, tant que x 
et / sont des quantités indéterminées. D'un autre côté, on sait par la théorie 
des équations , que tout radical a autant de valeurs différentes qu'il y a d'unités 
dans son exposant, et que toute fonction irrationnelle a par conséquent 
autant de valeurs différentes qu'on peut faire de combinaisons des différentes 
valeurs des-radicaux qu'elle renferme. Donc si le développement de la 

■r 

fonction / fx H- i) pouvait contenir un terme de la forme ui* , la 
fonction fx serait nécessairement irrationnelle , et aurait par conséquent 
un certain nombre de valeurs différentes, qui serait le même pour la 
fonction ffx -+- i), ainsi que pour son développement. Mais ce développe- 

m 

ment étant représenté par la série/ x -+-/>/' -H^/ 1 -+- &c. -f- »/ ' -+- &c, 
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chaque valeur de fx se combinerait avec chacune Jes n valeurs du 
radical y i"; de sorte que ia fonction/ (x-{-j) développée, aurait plus 
de valeurs différentes que ia même fonction non développée , ce qui est 

absurde. 

Cette démonstration est générale et rigoureuse tant que x et / demeurent 
indéterminées; mais elle cesserait de l'être, si on donnait à * des valeurs 
déterminées ; car il serait possible que ces valeurs détruisissent quelques- 
radicaux dans fx, qui pourraient néanmoins subsister dans f(x -k-ij. Nous 
examinerons plus bas (n.° jj.) ces cas particuliers et les conséquences qui 
en résultent. 

1 i . Nous étant ainsi assurés de la forme générale du développement de 
ï:i fonction f fx -4— i) , voyons plus particulièrement en quoi ce développe* 
ment consiste, et ce que signifie chacun de ses termes. 

On voit d'abord que si on cherche dans cette fonction ce qui est indé- 
pendant de la quantité /', il n'y a qu'à faire i = o, ce qui ia réduit àfx. 
Ainsi fx est la partie de f(y -f- i) , qui reste lorsque la quantité / devient 
nulle; de sorte que/fx H— t) sera égale àfx f plus à une quantité qui doit 
disparaître en faisant i o , et qui sera par conséquent , ou pourra être 
censée multipliée par une puissance positive de /: et comme nous venons 
de démontrer que dans le développement de f fx i) ii ne peut entrer 
aucune puissance fractionnaire de / , il s'ensuit que la quantité dont il 
s'agit ne pourra être multipliée que par une puissance positive et entière 
de /'; elle sera donc de la forme i P, P étant une fonction de xeti, qui 
ne deviendra point infinie lorsque /' o. , 

On aura donc ainsi ffx -4- i) szzfx —H iP, doneffx -4- i) — fx 
r=r i P, et par conséquent divisible par /'; la division faite, on aura P — ; 

fj* ± 0 -f x , i 

Or, P étant une nouvelle fonction de .v et i, on pourra de même en 
séparer ce qui est indépendant de /, et qui par conséquent ne s'évanouît pas 
lorsque / devient nul. Soit donc p ce que devient P lorsqu'on fait/ = o , 
p sera une fonction de x sans / ; et par un raisonnement semblable au pré- 
cédent, on prouvera que P z=ip-t-iQ.,iQ étant la partie de P, qui devient 

nulle 
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nulle lorsque / r=r o , et Q étant une nouvelle fonction de x et t qui ne 
devient pas infinie lorsque i = o. 

On aura donc P — pzzzi Q, et par conséquent divisible par i; la division 

faite, on aura Q= y-—. Soit q la valeur de Q, en y faisant / = o , 

q sera une fonction de x sans i; et la partie de Q, qui devient nulle lorsque* 
devient nul, sera comme ci-dessus de la forme i R, R étant une fonction 
de x et /, qui ne deviendra pas infinie lorsque / — o , et qu'on trouvera 
en divisant Q — q par h et ainsi de suite. 

On aura, par ce procédé, ffx ij =/* -H iP, P = p -H iQ, 
Q-=z q -h- i R , R z=z r -H / S, &c. ; donc, substituant successivement. 

#r H— V =/* H- *P =/* -t- //? -f- i 1 ^ =/* -+- -H ''V 
/ 5 7?==&c; ce qui donnera pour le développement de f(x-\-\) , une 

*érie de la forme que nous avons supposée au commencement. 

► ■ • .. i 

3 • 1 1 

12. Soit, par exemple,/* , on aura/^-f-/^ =-j-^-t-;doncîi > 



1 



at h- /' x x ( x -+- i) * ■ x (x -f- i) ' ? " — 
_J t 1 i n 



* 4— ~zr ;tR = — 



S (x + i) ' 1— x > ' " s ( x ^_ 

• * — ré- / /? =— r —7 — - — nr / r = 7 — » amsî on 

X * (X t) ( X -f- / / 

aura r-, — =z — p 

X !+• # A" ' • X (x î J X X* 

i' I i f i' 

*-r- rf - = r- i — r- H — ' t—. 1 — — - = &C. i 

x ( x -t- ij x x 1 x i x ( x ■#« t J 

comme il résulte, de la division actuelle. , i> 

Prenons encore pour exemple la fonction irrationnelle j/*. On aura 
'donc/* = V x,f(x = V(x 4- y = Vx / P ; donc ï P 

('x + i) — V*=x ' 5 / P =~rr — ^ — -7-; 

B 
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Vx - Y(x -t- i) t 



zYx[J(x + i) + Yx] 2 Vx [ ✓ (x i) -»- Yx J» ' 

— 1 / ' ? ; — ! * 

4fX [ Y (x i) Vx]* ' 2 Vx 

[Y(x -k /; -t- i /.v] [ vY* /; - /.r] _ / V( x -t-i)+)ïx a 

_ ufM + y+i*, __ I 

De sorte qu'on aura de cette manière V(x-+-i) = /*+ — — — 7- 
7 1 17 Y(x+t) + Yx 

-/ H ? £ =s /* -) ' 

^ V ^ xYx z/x[/(x + iJ-t-VxY ' xYx 



8*/* SxYx[Y(x-+-iJ-+-Yxy xYx SxYx 

p 

H , 6 y » /jr Cette «femtère série est celle qu'on trouve par 

l'extraction actuelle de ia racine quarrée ou par ia formule du binôme. 

1 

1^. II serait difficile d'exécuter ces opérations sur les fonctions irra- 
tionnelles plus complique'es; mais, en faisant disparaître les irrationalités 
par rapport à la quantité /, l'application de la méthode n'aura plus de 
difficulté. 

Ainsi , en reprenant l'exemple précédent , on partira de l équation 
\/(x -f- i) = vx -f- iP, qui étant élevée au quarré pour dégager Pi de 
dessous le signe radical, devient après ia division par i, 1 = iPy /r x-i-iP l ; 

faisant / = o , P devient p, et l'on aura 1 = zp Vx ; d'où p = -^-^ . On 
fera donc P=p -+• iQ, ce qui étant substitué, on aura, après la division 
par i, o = —~ H x Q ]/x -H — ^ H* Q l . Faisant /= o; 

Q devient q; donc on aura — — --f- a q V x = o , d'où Ton 
tire q =± — t — ^xYx — ' ^ n ^ era ^° nC ^ = ^ Ct a,nS * ^ C 5l " te * 
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On peut, à la vérité, trouver les valeurs de p, q,r, &c. d'une manière 
plus expéditive, en faisant tout de suite l'équation . 

V (x H- i) = Vx +p i -+- qP -H rP -+- &c. , 
l'élevant au quarré pour dégager la quantité / de dessous le signe , et 
comparant ensuite les termes affectés des mêmes puissances de /, pour que 
cette quantité puisse demeurer indéterminée, comme on ie suppose; mais 
la méthode précédente a l'avantage de ne développer la série qu'autant qu'on 
veut, et de donner la valeur exacte du reste. En effet, si on voulait, par 
exemple, s'arrêter au second terme pi, on aurait Qi x pour la valeur du 
reste, et on pourrait déterminer Q par la résolution de l'équation en Q. 

Dans l'exemple ci-dessus, cette équation est PQ % -+- Q (z V x -~- ) 
H = o, et pour la résoudre de manière que l'expression de <2 ne 

présente pas la quantité / au dénominateur, il n'y a qu'à faire Q =± , ce 

qui réduira l'équation à cette forme, V* -f- ^V(%xyx -f- iVx) — h- 
4X , / l = o, d'où l'on tire f ... . 

V~~-+xVx-ïzi\/xdt:4xV'(x-{-i); 
et comme Q ne doit pas devenir infini, lorsque / — o (n* I f) t il faudra 
que V ne devienne pas nul dans le même cas; par conséquent il faudra 
prendre le signe inférieur du radical; on aura ainsi \ 

V——zVx(zx-*-i)—4xV(x + i) t - 

et de là '.-t - M". : 

n — i : 

comme plus haur. On en usera de môme dans tou* les cas semblables. 

» « . • * ...... #.:..*•• , • . J, .# «< 

14. Mais le principal avantage de la méthode que nous avons exposcq; 
consiste en ce qu'elle fait voir comment les fonctions p, q, r, &c. résultent 
de la fonction principale fx, et sur-tout en ce qu'elle prouve que les restes 
iP, iQ,iR, &c. sont des quantités qui doivent devenir nulles lorsque /— o; 
d'où l'on tire cette conséquence importante, que dans la série fx -{-pi -f- 
qi % -f- rP H— &c. qui naît du développement def(x-t-i),vn peut toujours 

B z 



Digitized by Google 



M THÉORIE 

prendre i assez petit pour qu'un terme quelconque soît plus grand que la 
somme de tous les termes qui le suivent ; et que cela doit avoir lieu aussi 

pour toutes les valeurs plus petites de /'. 

Car, puisque, les -restes iP, iQ, iR, &c. sont des fonctions de # qui 
deviennent nulles, par la nature même du développement, lorsque /~o, 
il s eiuuh qu'en considérant la courbe dont /' serait l'abcisse , et l'une de ces 
fonctions l'ordonnée,, cette courbe coupera l'axe à l'origine des abscisses; et 
à moins que, ce point ne soit un point singulier, ce qui ne peut avoir lieu que 
pour des. valeurs particulières de .v, comme ^1 est facile de s'en canvaincre 
avec un, peu de réflexion, et par un raisonnement analogue à celui du n.° i o 
ci-dessus, le cours de la courbe sera nécessairement continu depuis ce point; 
donc elle s'approchera peu à peu de l'axe avant de le couper , et s'en 
approchera par conséquent d'une quantité moindre qu'aucune quantité 
donnée; de sorte' qu'on pourra toujours trouver une abscisse / correspon- 
dant à une ordonnée moindre qu'une quantité donnée; et alors toute Valeur 
plus petite de / répondra aussi à des ordonnées moindres que la quantité 
donnée. 

On pourra donc prendre /' assez petit, sans être nui, pour que iP soit 
moindre que/*, ou pour que iQ soit rnoindre que p , ou pour que }R soit 
moindre que 7, et ainsi des autres; et par conséquent pour que /**/? sok 
moindre que ip , ou que soit moindre que ? q , &c. ; donc, puisque 
(tu' j 1) iP = ip ~+- ?<i /' } r &c, i 1 Q = ? <j -4- / 3 r -f- &c, 
r-f- &c, il s'ensuit qu'on pourra toujours donner à; une valeur 
assez petite pour que chaque terme delà série H- -H /'r-H&c. 
devienne plus grand que la somme de tous les termes suivans ; et alors toute 
valeur de / plus petite que celle-là satisfera toujours à la même condition. 

On doit regarder ce théorème comme un des principes fondamentaux 
de la théorie que nous nous proposons de développer : on le suppose 
tacitement dans le calcul différentiel et dans celui des fluxions, et c'est 
par cet endroit qu'on peut dire* que ces calculs donnent le plus de prise 
sur eux, sur-tout dans leur application aux problèmes géométriques et 
mécaniques. 

15. Au reste, il est facile de voir que la manière que nous venons de 
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donner pour trouver successivement les termes Je ia série, qui représente 
une fonction de x -t- /, développée suivant les puissances de/, peut 
s'app'iquer eu général au développement de toute fonction de x et de /' , 
pourvu que cette fonction soit susceptible d'être réduite en une série qui 
procède suivant les puissances positives et entières de /. Car Je raisonnement 
du n.°p, par lequel nous avons prouvé que toute fonction de .v H— / est , 
généralement parlant, susceptible de cette forme, ne pourrait pas s'appliquer 
en général à une fonction quelconque de x et /. Mais dans les cas où cette 
réduction est possible, on pourra toujours appliquer à ia scîie résultant du 
développement suivant les puissances ascendantes de/, la conséquence que 
nous en avons tirée dans le n.° 14; savoir, que la quantité /' pourra être 
prise assez petite pour qu'un terme quelconque de la série soit plus grand 
que tous ceux qui le suivent, pris ensemble. 

i6\ Après ces considérations générales sur le développement des 
fonctions, nous allons considérer en particulier la formule du n.° j, 

f(x -+- ij =zfx-h- pi -H q? -+- rP H— &c. , 
et chercher comment les fonctions dérivées p, q,r, &c. dépendent de ia 
fonction primitive/*. 

Pour cela, supposons que l'indéterminée x devienne x-h-o , o étant 
une quantité quelconque indéterminée et indépendante de i , il est visible 
que f(x \) deviendra f( ï+i + oj; et l'on voit en môme temps que 
l'on aurait le même résultat en mettant simplement/' -f- 0 à la place de / 
famf(x-t-i). Donc aussi le résultat doit être le même, soit qu'on mette 
dans la série fx pi -j- qi H- r/ } -f- &c. , # 0 à la place de /, soit 
qu'on y mette * -+- 0 au lieu de x. 

La première substitution donnera 

fx -f- p (i — f- 0) -H q fi -\-o) x -i-r (i o) i &c; 
savoir, en développant les puissances de i-i-o, et n'écrivant, pour plus 
de simplicité, que les deux premiers termes de chaque puissance, parce que 
la comparaison de ces termes suffira pour les déterminations dont nous avons 
besoin , 

fx -f- pi -i- qi* -f- rP -f- si* &c. ; 

-H po zqio -+- 3/7" 0 -\~ ^.si^o -H &c. 
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Pour faire l'auire substitution, soit /x-4-/xo-4-&c., p -±-p'o ~f-&c. ,* 
// H— <] o -*- &c. r -f- / o H— &c. , ce que deviennent les fonctions fx , p , 
q. r, &c. en y mettant x H— o pour x, et ne considérant dans le développe- 
ment que les termes qui contiennent ia première puissance de o , il est clair 
que la même formule deviendra 

fx -f— pi -+- qî -4- rP -+- ji* -f- &c. 

-h-fxo -H //'<? -4- fi** -4- //'o -f- &c. 
Comme ces detfx résultats doivent être identiques, quelles que soient les 
valeurs de ;' et de o , on aura, en comparant les termes affectes de o, de / o , 
de i' a 0, Scc.p —fx , iqz=zp r , irz=z<f ', 4^ = /, &c. 

Maintenant, de même que fx est la première fonction dérivée de fx, 
il est clair que p' est la première fonction dérivée de /; , que q' est la 
première fonction dérivée de q, / la première fonction dérivée de r , 
et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et d'uniformité, on 
dénote par fx la première fonction dérivée de fx , par fx la première 
fonction dérivée de fx, par f"x la première fonction dérivée de f x , 

et ainsi de suite, on aura p =zfx, et de-Ià p' ^=zf"x ; donc q = = 

— ; donc — * , et de-Ià r—-^— z= * * ; donc r' = 
s 7 z 3 *-3 

■ £ - . et de-Ià j rr: ■=. — * , et ainsi de suite. 

2.J + 2.3.4 

Donc, substituant ces valeurs dans le développement de la fonction 
f(x-\-i) , on aura 

f( x -+-/■;—/* -4-/' .vi-f- i* -4- i } H / 4 &c. 

Cette nouvelle expression a l'avantage de faire voir comment les termes de 
la série dépendent les uns des autres, et sur-tout comment, lorsqu'on sait 
former ia première fonction dérivée d'une fonction primitive quelconque, 
on peut' former toutes les fonctions dérivées que la série renferme. 



17. Nous appellerons la fonction fx, fonction primitive, par rapport aux 
fonctions f x ,fx, &c. qui en dérivent, et nous appellerons celles-ci , fonctions 
dérivées , par rapport à celle-là. Nous nommerons de plus ia première 
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fonction dérivée f x , fonction prime; la seconde dérivée f x, fonction 
seconde; ia troisième fonction dérivée f x , fonction tierce, et ainsi de suite. 

De la même manière, si y est supposé une fonction de x, nous dénoterons 
ses fonctions dérivées par/, /,/", &c. de sorte que y étant une fonction 
primitive, / sera sa fonction prime . y en sera la fonction seconde, y' 4 ' la 
fonction tierce, et ainsi de suite. 

De sorte que x devenant x-hi, y deviendra / -*-/ i H H 



4-&C. 



1 8. Ainsi, pourvu qu'on ait un moyen d'avoir la fonction prime d'une 
fonction primitive quelconque , on aura , par ia simple répétition des 
mêmes opérations , toutes les fonctions ' dérivées , et par conséquent 
tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonction 
primitive. 

Soit donc d'abord fx = x m , on aura f(x -f- i) — (x -f- i) m ; or, il est 
facile de démontrer, soit par les simples règles de l'arithmétique, soit par 
les premières opérations de l'algèbre, que les deux premiers termes de la 
puissance m du binôme x'-h-i sontx m -+-mx m ~'i, soit que m soit un nombre 
entier ou fractionnaire, positif ou négatif ; ainsi on aura/V = mx m ~~ V 
De-Ià on tirera de la même manière f x = m fut — \) x m " x ;f m xz=im 
(m — \) (m — 2jx m "~>, &c; de sorte qu'on aura 

(x - ,v , — mfr-,;fr,-2; xm _ ,., ^ &c 

2 2 - 3 

ce qui est la formule connue du binôme, laquelle se trouve ainsi démontrée 

pour toutes les valeurs de m. 

■ 

19. Soit en second lieu fx z=za', on aura f(x-k-i) ==a' +l =2 a'a'; 
ainsi tout se réduit à trouver les deux premiers termes de la série de a*, 
développée suivant les puissances de /. 

Soit, pour cela, a = 1 -+-/;, alors = (1 -+- b)''— 1 -f- / /, 

^ ^* "+■ — ^~ — b l -f- &c. , par la formule que nous 

venons de démontrer. Développant les produits de i, i — 1 , i — 2 , &c. 
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et ordonnant les termes suivant les puissances de /, on trouvera que les 

termes multipliés par / sont i (b — — &c./. 

Donc , faisant , pour abréger , A = b — I &c.=d - i —, 

(«— '/ | . i*—' 1 ) 1 ' & c . ( les deux premiers termes de la valeur de a' 

z î 

en série seront i Ai ; donc on aura/* = AS. On tirera de-Ià, parla 
même opération répétée ,fx=zA x A a' = == -4V , &c. On 

auraainsi #*-K> =4»'*^ =Vft -Hi4*H-, ^ 1 ^ H&c.; 

Divisant par a*, et changeant i en x, ou aura la série connue a' = i -H 
j, . « 1 H &c. 

2 0. Si dans cette formule on fait * = i , on aura 

d= i -\-A-\ 1 — j-p-*- &c - 

i 

et si on fait x = — ^ — . on aura 

aTz= i -4- i -H — + — Ti T 

Ainsi la quantité à T est égale à un nombre constant, qui est la valeur 
de a, lorsque A = i ; et ce nombre déterminé par la série précédente „• 
se trouve 

• i 

= 2,71828 18284 50045 

C'est le nombre qu'on désigne ordinairement par e; de sorte que la relation 

entre a et A se trouve exprimée d'une manière finie par l'équation a A = e t 

laquelle donne a = V. , . • — ■ • 

Or, dans l'équation y = a' , x est ce qu'on appelle le logarithme de v, 
a étant la base du système logarithmique, c'est-à-dire, le nombre dont le 
logarithme est l'unité; de sorte que cette équation donne x = log. y pour 

la 
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la base a. Par la même raison , I équation a A z=z e donnera — — = log. e 

a 

pour la base a, et A = log. a pour la base 

Dans le système des logarithmes ordinaires , la base a a été prise = 10 , 
parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le calcul arithmétique; 
mais dans l'analyse on préfère, comme pluJ simple, le système dont 
la base, est le nombre e\ c'est le système des logarithmes de Naper k 
qu'on nomme communément logarithmes hyperboliques , parce qu'ils son. 
représentés par l'aire de l'hyperbole équilatère entre ses asymptotes ; :t 
on les désigne par la simple caractéristique /. Ainsi on a A — la; 'ar 
conséquent la fonction prime de la fonction a* , esf exprimée par "la 
( a* précédent ). Au reste , comme a = e A , on aura a = e * , t\ par 
conséquent ?/* =r e" ; moyennant quoi on peut réduire toutes les xpo- 

• • * 

nentielies \ la même base e. 

2i. Soit donc, en troisième lieu ,fx = log. x, on aura, par fa na<re des- 
logarithmes , xz=za u . Or , x devenant x-\~i,fx devient / (x-\-i) -fx -h 

i' i* 
ifx -j — f"x-+-&.c. Faisant, pour abréger, o — ifxi t 

fx -+- &c. l'équation x =z a fM deviendra (en y mettant x nour x )> 
x -k-iz=.a ( ' + ' z=za" x<i° , et diviiant cette équation par la preédente,- 

on aura i H — = a* — i + Ao -\ — - -+- &c .(a? i p /".flaçant 

l'unité de part et d'autre, et divisant par i. après avoir substitué lavaleur 
de o , on aura, en ordonnant suivant les puissances de /' , 

La quantité / étant et devant demeurer indéterminée , il faudra qu< cette 
équation se vérifie indépendamment de cette quantité; par conséquen tous 
les termes affectés d'une même puissance de / devront se cjétruire cVux-, 

mêmes, et former autant d'équations à part. On aura donc ainsi — =zAfx, 

Afx -+- A fx* =. o, et ainsi de suite. 

Donc,/* étant = log. x, on aura en général fx = -J- = ~ (r.. 9 2o); 

- ' A x x la 

c 
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et de-Ià, par la formule générale du n.° 1 8 , on tirera/' .y m - 

m * 

f"x ss — - — ,/'* * =: ^ &c, valeurs qui satisfont, comme ion 

voit, aux différentes équations trouvées ci-dessus. Ainsi, par la substitution 

de ces valeurs dans la série fx tfx H fx &c. f on aura sur- 

le-champ m 

Faiant * = i , et changeant / en x, on aura la formule connue 



X* A"' 
jf 1 &C. 



log. f I -f- a7 = 



Pour s logarithmes hyperboliques où lezzz i , on aura simpleme nt fx=/x, 
fx=zJ—,f"x=: -— , &c. 

■ ■ t ■ X * 

\ 

22. (ïs formules pour le développement en série des exponentielles et 
des logarhmes sont assez connues, èt on les démontre, ou par le calcul 
différentii, ou par la seule formule du binôme, mais en employant fa 
considérjion de l'infini ou de l'infiniment petit, comme on le voit dans 
X Intro<ii$io in analysin d'Eufer. Quoique cette manière de démontrer, dont 
Hulley n , je crois, l'auteur ( Trans* phil. n.° 2 1 6 ) , puisse être admise en 
analyse on ne saurait disconvenir qu'elle n'a pas l'évidence ni même la 
rigueurqu'on doit désirer dans les élémens d'une science, et nous crovons 
qu'on tous saura gré de nous écarter ici ufi moment de notre marche, pour 
donner une démonstration des mêmes formules , fondée aussi uniquement 
sur ceîe du binôme, mais dégagée de toute considération de l'infini. Nous 
donnerons même à ces formules une généralisation qui servira à rendre les 
sériesftussi convergentes qu'on voudra dans tous les cas. 

Considérons donc l'équation générale y — a' , dans laquelle x est le loga- 
rithme de y pour la base a; mettons à la place de a > i i , ce qui est 

Ja même chose, et ensuite à la place de (i -\-a — \f % [(i -+-a — i }"] " , 
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ce qui est encore la mime chose que a* ; on aura 

.V 

;/ étant une quantité quelconque qui apparaît d'elle-même dans la valeur 
de v. 

Je développe maintenant le binôme ( 1 a — 1 ) n dans la série 1 -+- n 
. - n(n—i) . n ( n —i)(n—z) 

(a — \) H (a — 1 ) H : — (a — * 1 ) 5 -f- ùic , et 

1 2 1 2.3 1 

j'ordonne les termes suivant les puissances de 11, j'aurai 

(\ -\~a — 1 )" = 1 -h- A 11 -h- Bit -+- &c. , 
les coèfficiens /? , ckc. étant, donnés en a; et il est aisé de voir qu'on 
aura d'abord 

3 

cette quantité /4 étant la mime que celle du n.° 10 ci-dessus. A l'égard 
des autres coèfficiens, nous n'aurons pas besoin de les chercher, puisqu'ils 

disparaîtront du calcul , comme on va le voir. 

.1 . . x ' 

Faisant cette substitution , nous aurons y—f 1 -\-An-\-Bn -4-ckc./' r , 
et développant à la manière du binôme , il viendra 

' y — \ h — *—(Ah -4- Bn &c.; h - - ' ' ~ ; ' ■ -+- 

«' -+- &c/ -t- *(*-«) ( ^zJïL (An + t ficc/'-f-flcc. , 

.savoir , en effaçant les puissances de », communes aux numérateurs et aux 
dénominateurs , 

yz=z 1 -4- a//1 -4- Bn -f- ckc.y -h *(*—*) ^ ^ —{— B 11 — h~ &c./ -I- 

— <M -f- Bit -4- &c./ H- &c. 



2-3 

Maintenant, comme la quantité » est arbitraire, et doit par la nature même 
de la fonction j disparaître de l'expression de celle fonction , il faudra 



de c^e toni- 
que tous les termes multipliés par chaque puisSnce de » se détruisent 



\ 
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* • — 

mutuellement. Ne tenant donc aucun compte de ces termes qui doivent 
disparaître d'eux-mêmes, quel que soit/», on aura simplement 

y— a — I H- xA H 1 \~ &c. 

z a. 3 

comme plus haut (n. 9 rp). 

23. Cherchons de la même manière la valeur de x en y. Pour cela, 
nous mettrons J 'équation a' zzz y sous la forme ( 1 H— a — 1 /"* ■=. 
f 1 -jf-y — 1 J" t qui est identique avec la précédente, et où n est encore 
une quantité quelconque à volonté, qui ne doit point entrer dans la valeur 
de A' en y. • 

Développant les deux membres à la manière du binôme , on aura 

, nx(nx-\) . hx(hx — 1) (nx—z) , 

1 -\-nx (a - 1) ~h — 1 £ /V/ - 1/ + — ! (a - 1/ 4 &C. 

1 ' % •* ' 2.3 1 



n f « — t ) 



Z 2 • 2 • 

savoir, en effaçant l'unité de part et d'autre, et divisant par //.• 

. , x(*X-\) . „ x(nx — i) (nx—zj no 

x (a — 1 ) H — — - (a — \) H ^ K (a — 1 / -+- &c. 

;=rj — 1 A — i/h — i — — (y — i/-»-&c. 

Or /; étant , comme .nous l'avons déjà dit , une quantité entièrement 
arbitraire et qui ne doit pas entrer dans l'expression de x en v.'îl faudra 
que les termes multipliés par les différentes puissances de n se détruisent 
d'eux-mêmes , en sorte qu'il ne reste que ceux où // n'entrera pas. On aura 
ainsi, en ne tenant compte que des termes sans n , l'équation suivante» 
dans laquelle j'emploie, pour abréger, la quantité A déterminée ci-dessus t 

*A=zy-^i—\(y—ir -*-t6' — i^ — ftc." 
d'où l'on lire 

y _ , _ i A, _ , / l (y — X ) ' _ &C, 

formule connue, et qui s'accorde avec celle du n.° 21, A étant 

t * 

24. Mais cette fcrnfljje n'est convergente que lorsque le nombre ^ , dont 
elle donne ie lognrithmÇ, est peu différent de l'unité. Aussi n'est-elle 
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.d'aucune utilité pour le calcul des logarithmes ordinaires. Voici un moyen 
de la rendre convergente pour tous les nombres.' 

Il est évident que l'équation fondamentale y,z=z a* peut se changer en 
celle-ci y'" z=za m * , m étant un nombre quelconque entier ou fractionnaire. 
Employant donc cette dernière formule à la phice de i'aùtre, il n'y aura 
qu'à changer dans celle-ci y en y m et x en mX. Oh aura donc eh général 

.. ,._ .. /•-'-if>--*/-Hî(r-'; i -&ç- 

*=.tog*J« 

i '» 
où l'on pourra prendre pour « une fraction , telle que y ysoit toujours 

un nombre aussi peu différent de l'unité qu'on voudra. 

Supposons, ce qui est toujours possible, que la racine r de y ne contienne 
que l'unité avant la virgule, et qu'après la virgule il y ait s zéro, alors si on 
s'arrête à zs décimales, il est visible que le 'terme f/" — - i J\ et à plus 
forte raison les termes suiyans, ne donneront rién ; de iorte qu'on aurU 
simplement dans ce cas 

x = —71 — our a ' ; 

De la mî'ine manière, on aura aussi , sous les mîmes conditions, A z=zr 

{/>'—> 

(\/ a — i ) ; et par conséquent x z=z — j — . 

C'est par cette formule que Brigs a calculé les premiers logarithmes. II 
avait remarqué qu'en faisant des extractions successives de racines quarrées 
d'un nombre quelconque , si on sarretedans une de ces extractions à deux 
fois autant de décimales qu'il y aura de zéros à la suite de l'unité, lorsqu'il 
n'y a plus que l'unité avant la virgule, la partie décimale de cette racine 
se trouve exactement la moitié de celle de la racine précédente, en sorte 
que ces parties décimales ont entre elles le môme rapport que les 
logarithmes des racines mêmes ; c'est ce qui résulte évidemment des 
formules précédentes. 

Ainsi, en prenant r = i 6 *, on trouve pour a z=z îo 
l/a=zi, ooooo ooooo ooooo ooioo^ 71742 08125 50527, 

— = 0, ooooo ooooo ooooo 00086' 73617 3 75? 8 8 40354. 
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De sorié rfiic' r " *" v '* — -^^^l'tib^t^ , 

1 r y/a *f i . A ip97'74^o8i zj 50527 

==°< 434 2 9 44 8l 7 03271 ... = ' = — \ — '=z log. e. 

a- m •••) k. • ■ -î t ..! ;> ;•. .:• ■! r:, t: :. y ,a 

1 (J Si ■ maintenant on veut avoir ,' par exemple , le logarithme de 3, on 

feru^= 3 , et employant de incme 60 extractions de racines quarrées , 

on trouvera 

J/jpissp, 00000 00000 00000 00005 2804.1 6*4074 58032.. , 
et de-Ià 

* = ioc y == T — 9)^^H^^Q74?8<)U. . . 

C/^-i 1^717^50812550527... 

— o, 477' 1 1^547 .*9 66x -;:- 

.. . Cette méthode est, comme l'on voit, très -laborieuse, par. le grand 
nombre d'extractions de racines qu'elle demande pour avoir un résultat en 
plusieurs, décimales ; mais la formule générale que nous avons donnée ci- 
dessus pour l'expression de x en v, sert à la simplifier et à la compléter ; 
car, quel que soit le nombre y, il suffira d'en extraire quelques racines 
quarrées jusqu'à ce qu'on parvienne à un nombre/" ou y y, qui n'ait que 
l'unité avant la virgule ; alors les puissances de/" — r 1 seront des fractions 
d'autant plus petites qu'elles seront plus hautes; et par conséquent la 
série deviendra assez convergente, pour qu'il suffise d'en prendre un 
petit nombre de termes. 

s ' 

25. On peut appliquer la méthode précédente à la recherche des scrie5 
qui expriment le sinus par l'arc, ou l'arc par le sinus , et pour lesquelles on 
emploie aussi ( comme l'a fait Eulcr dans le même ouvrage ) la considé- 
ration de l'infiniment petit et de .l'infini. 

En effet, en partant de la formule connue pour la multiplication des 
angles cos. nx -\- sin. tix V — \ =z (cos. x-\- sin, .v V — 1 )", on a 
réciproquement 

cos. x -+- sin. .v Y — 1 = /*cos. «.v sin. nx V — \) m , 
où le nombre // peut être quelconque, 
% Maintenant , quelle que soit l'expression de sin. x en série de l'arc a- , 
elle ne peut ctre que de la forme As -+- Bx' -\- car, puisque le 
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sinus devient nul lorsque i'arc est nul, il est visible que ceite expression ne 
doit contenir aucun terme sans *. Or, comme cos. x = Y [ 1 — (sm. x*} ] \ 
on aura 

cos. x = — A* x % — 2 A Bx i — &c.; — 1 — ^1 -4- Sec. 

\ ' ■ • * 

Les coèfficiens A, B, 6c c. sonteensés indépendansde l'arc x;par conséquent 
ils seront les mêmes pour tout autre arc. Substituant donc nx pour x, on 
aura pareillement • 

û\\.nx — nAx-A(-nBx x ->t-c\c. % co%.nx— 1 ■ h&c. 

, ' I • ' " -- * - . • t . " i,- • 

Donc l'équation précédente deviendra , 

cos. x-t- sin. x Y — 1 — [ i ~f- uAxY — 1 H-«* ( BV — 1 — 

Développons 4e second membre à b manière du binôme, en faisant, 

pour abréger, X= AxV ' — 1 -H u (BY — 1 — )x % -f- &c. 

a- 

. •-'--•"--•1. ty ^ » T. » 

on aura 

• ■ m 

cos. a: -l-sii)„v V— 1 — 1— (nX)-\ ~~ — ( „ XJ % 



(t -rzn) 



2 • 3 



&c. 



Comme les valeurs de sin. x et de cos. x doivent être indépendantes du 
nombre arbitraire h, il s'ensuit que tous les termes du second membre qui 
se trouveront multipliés par une même puissance de» doivent se détruire 
d'eux-mêmes. Ne tenant donc compte que des termes où « ne se trouvera 
pas après le développement , il est aisé de voir q\ie la quantité A» réduira 
à son premier terme Ax ]/ — 1 , et que les coèfficiens des puissances de* 

se réduiront à 1 ,— L_ # _i — & c . De sorte que l'on aura simplement 

- . - - t •- , • , : 

cos.* -t- sin.x Y—i s± 1 -+-Àx 1 ^.~(AxY-- J/ 

1 h — — (Ax Y i; j -+-&c. 



2+- -\ : - T. II t O R I E; ' V - : >3< 

En effectuant les puissances de Y — - i , et comparant les parties réelle* 
des deux membres ensemble , et les imaginaires ensemble, on aura 

sin. x—Ax H &c. 

2.3 z.j.+.j 

XV #S ' ' ' ' 
cos.* — r &c . 

. . t.} itùb '■ ..II! .- ci . . ■ , . , 

2 6. Pour avoir de même la valeur de x en sin. et cos. de *, il n'y aura qui 
reprendre la formule fondamentale 

cos. a x H- sin. nx Y— 1 =±/cos. x -H- sin. x i>, s 

dans laquelle on mettra, à la place dé sin. nx et cosi z/Ar, leurs valeurs en' 

série nAx -t- a* &c, i — 1 F &c. , et on développera la* 

puissance // du second membre. On aura ainsi 

t •' ! J-v — ; * "VÛ'l i — i ' * ' •"**' : 1 

= /cos..v"; f i-t-// K -— I H ■ ( V — i) 1 -f-&c.]. 

1 7 L cos. jt 2 ^ 1 cos. a- ' ; J 

Or S '"'^ -— tang.- x , <îos. k »/A ™sin, .xV ; ^ onc / cos.xj* z=z 

COS. A* • • ' * < 

/j — sin.-xV- = 1 — sm.x — — sin.jr + &c» 

1 ' 2 2.4 

Substituant ces valeurs , la quantité n ne se trouvera plus que dans les 
cocfficiens, et ordonnant les termes suivant les puissances de cette quantité, 
ie second membre deviendra de cette forme 1 nP H— n*Q c\c. 
en taisant, pour abréger , 

P = tang. x V / — 1 — 7 ftang. a: i/ — 1 / H- 7 /'tang. * l/— - 1 / — &c, 
_ ± sin. 2. s i n . jj* _ . ± 5 in. xf ^f- &c. Q = ± fiang. x Y— i) % &c, 
Effaçant l'unité des deux membres, et divisant toute l'équation par n, elle 
deviendra 

— I -+-„f5l/— I .;x 1 -4-&c.=P- r -ff<2-r-ckc.j 

et comme elle doit avoir lieu indépendamment de la quantité « , qui doit 
demeurer indéterminée, il faudra que les termes qui contiennent les diffé- 
rentes puissances de // se détruisent d'eux-mêmes; ce qui la réduira d'abord 
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& Ax V — i =z P, savoir, en développant les puissances de V — 1 
AxY — 1 == (^tang. x — \ tang. x i -+- f tang. x* — Sic.J V — 1 
H- 7 tang. x x — ^ tang. x 4 H— tang. x 6 — &c. — | sin. a- 1 — ^ sin x 4 — 
£ sin. x c -+- &c. 

Comme on peut prendre le radical y — 1 en plus et en moins , il est 

visible qu'en le prenant successivement en plus et en moins, et soustrayant 

les deux équations l'une de l'autre, on aura, après avoir divisé par 2 A /— 1 , 

_ tang. x — y tang. x } -+- j tang. x - &c. 

X . 

A 

% 1 

27. Au reste, il est visible que i équation trouvée dans Je n.° 25, 
cos. x h— sin. x V — 1 = 1 -t- Ax]/ — 1 -+- \(AxV — t/-+- 

le réduit directement à celle-ci, 

cos. x -+- sin. x Y — 1 = r , 
par la formule du n.° 22 , en prenant pour a une quantité dépendante A. 
comme nous l'avons déterminée dans ce même endroit, c'est-à-dire, en sorte 
que a soit la base du système logarithmique dont A est le module. 

De cette formule on tire tout de suite, en prenant le radical en plus et 
ensuite en moins , » . 

a* v ~ * — <X~ * v ~ 1 



Sin. x — , cos. x zr , 

' 2 1 2. 

et passant des exponentielles aux logarithmes , 

*K — 1 =/. fcos.Ar-t-sin.xl/ — \)z=zlcos,x-\-*J(i -f-tang.xl/- 1^, 
on bien , en prenant successivement le radical en plus et moins , et sous- 
trayant une équation de l'autre, 

1 . 1 -+- tang. x /— 1 

x . — , / . . 1 

2 ✓ — 1 1 —tang. x V — 1 

d'où l'on peut déduire les séries trouvées ci - dessus , en employant fes 
déVcloppemeiu des exponentielles et des logarithmes exposés dans lei 
numéros 22 et 23. 

Mais il y a ici une remarque importante à faire; c'est que dans les 
formules que nous venons de trouver , la quantité A , ainsi que a , étant 
arbitraire , le système de logarithmes peut Otre pris à volonté ; au lieu que 

P 
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dans les formules ordinaires relatives aux arcs de cercle, le module A es* 
égal à l'unité , ce qui donne pour la base le nombre e , dont le logarithme 
hyperbolique est l'unité. Ainsi celles-ci ne sont qu'un cas particulier de celles 
que nous avons trouvées ; mais cette particularisation est nécessaire pour 
qu'elles soient applicables au cercle, comme nous Talions démontrer. 

28. Tout se réduit à prouver que dans l'expression de sin. x en série , 
Je premier terme doit être simplement x, au lieu que nous l'avons supposé 
en général Ax 25). En employant la considération des infiniment 
petits cela est évident ; car on voit que dans le cercle le sinus , à mesure 
qu'il diminue , s'approche de plus en plus de l'arc , jusqu'à s'y confondre 
dans i'inflniment petit. Ainsi, en supposant l'arc x infiniment petit , on a 
sin. x = x; par conséquent A = 1. 

Mais comme nous avons cherché à rendre notre analyse indépendante 
de la considération des infiniment petits , nous devons aussi en affranchir la 
démonstration du point dont il s'agit. 

Pour cela, nous ne supposerons que le principe établi par ArchimèJe , 
que le sinus, qui est la moitié de la corde de l'arc double, est moindre que 
i'arc auquel il répond , et que la tangente est plus grande que ce même arc. 

xt ... sin. x 
JNous aurons ainsi sin. x< x, et tang, x > x; or, comme tang. x = es 

COS. X 

sin. x sin. x . lx . , 

— — ■ — - , on aura — — : > x, et de-la sin. x > x (\ — 

y (1 — sm. x'J V(i—sia.x*J 1 

é'm. x 1 ), d'où l'on tire sin. x > —r~. — . Employant donc l'expression de 

..... ' /(t r J r • 

sin. * en série trouvée n.° 25, il faudra quei'on ait, quelque petit que 

soit l'arc x , 

A A** A>x> 0 X 

Ax 1 1 — &c. < a- , > — — , 

1 a.j 2»3-*-5 +(* ->-*7 

Donc aussi, en divisant par x, 1 ; ; 

A ^jr 1 A>x* x 

A H — &c. < 1 , > — — — . 

a. 3 2.3.4.5 V(i-*-x*) 



1 
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ï I - I a 

<ï ue —r> rr > r > e * en même temps on voit que :> 1 — x , 



est — 

1 -+- x" 



car la différence est — ; ainsi la quantité qui est plus grande que 



y(i sera * P' us ^ orte r£Uson P^ us g ran< k 4 ue 1 — x% > ^ e sorte 
qu'on pourra réduire i'espèce d'équation d'inégalité ci-dessus à cette forme 

A 1 &c. < 1 , > 1 — x . 

2.3 2-3-*-5 

Or , en prenant x tel que soit < 1 , il est visible que la série A — 

À 1 x* A*x x 

+- &c sera convergente et < A mais > ^4 , parce qu'en 



2.3 0 , 2.3 

ajoutant ensemble le second et îe troisième terme, le quatrième et le cin- 
quième, et ainsi de suite, on n'aura que des quantités toutes positives , et 
qu'au contraire en ajoutant le troisième et le quatrième , lé cinquième et le 
sixième, &çc. on n'aura que des quantités toutes négatives. Donc x étant 

V6 A* x* 
supposé =— , on aura à plus forte raison /4 < 1 et A > 1 — x'; 

A*x* 

par conséquent A > 1 —a* et < 1 H ; ce qui devant avoir lieu , quelque 

2.-3 

petite que soit la valeur de*-, il s'ensuit que l'on aura nécessairement/! = 1 .En 
effet, si A = 1 + /, / étant une quantité quelconque très-petite, positive, il n'y 

A ' x* 

aurait qu'à prendre x tel que — - < /, et alors la condition de A < 1 -H 

A % x* 

n'aurait plus lieu. De même , si A = 1 — /, il n'y aurait qu'à 

prendre x % < i, et l'autre condition A > 1 — x* serait en défaut. Donc on 
a nécessairement A z= 1 dans le cercle; par conséquent az=.ezzz au nombre 
dont le logarithme hyperbolique est l'unité; ce qui fait rentrer nos formules 
dans celles connues pour les fonctions circulaires. 

20. Soit, en quatrième lieu, /a- = sin.*, on aura/y* -4- i) =: sin. 
(x i) — sin. x x cos. / -+- cos. x x sin. /' , par les théorèmes connus. Or 

i* 

pous venons de trouver sin. i = i H &c. cos. i = 1 — . 

a. 3 
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H&c, en faisant x = / et A ss i dans les formules Ju n. 25. Donc 

les deux premiers termes du développement de sin. (x-t-ij sont sin. x-+-i 
cos. x; par conséquent on aura f'x =z cos. x. 

De la même manière, en fanant f x — cos. x , on trouvera/ (x-+-i) = 
cos. (<*• -f- y = cos. .v x cos. / — sin. x x sin. /' =z cos. x — / sin x-H &c. ; 
de sorte qu'on aura/x = — sjn. x. 

Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions primitives sin. x et 
cos. x, on en déduira tout de suite toutes les fonctions dérivées. 

En effet, puisque/x = sin. x a donné f x = cos. x, et que/x = cos. x a 
donné/' x - - sin. x, il est clair que pour/x=sin. x, on aura f'xz=cos. x, 
f xz= — sin. x,/"x = — cos. x,/ r x = sin. x, &c, et que pour/x=r 
cos. x on aura fx = — sin. x, f'x = — cos. x p f"'x = sin. x,/'x 53 
cos. x Sec. 

D'après ces formules, on aurait sur-le-champ les séries 

iin. (x-+- 'i) = sin.x -+-/'cos. x sin. x— cos. X —H 

1 ' x 2.3 

. sin. x -|- &c. , 

cos. /x-+-i) =cos. x — /sin. x cos.xH sm. x 

1 / 2 2.3 

cos. x — &c; 

• ce qui , en faisant x = o et changeant ensuite /' en x, redonnera les formules 
que nous avons déjà trouvées. 

30. Les fonctions x m t a r , Ix, sin. x et cos. x que nous venons de considérer, 
peuvent être regardées comme les fonctions simples analytiques d'une seule 
variable. Toutes les autres fonctions de x se composent de celle-là par 
addition , soustraction , multiplication ou division , ou sont données en 
général par des équations dans lesquelles entrent des fonctions de ces mêmes 
formes. Ainsi, connaissant les fonctions primes des fonctions simples que 
nous venons d'examiner , on trouvera aisément les fonctions primes des 
f metions composées, et par des opérations répétées, on aura successivement 
les fonctions secondes , tierces , &c. 
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Soient/), q, r , &c. des fonctions simples de x, dont /, q ', r' , &c. 

soient les fonctions primes connues par les règles précédentes , et qu'on 

demande ia fonction prime / d'une fonction y composée dep, q, r, &c. . 

on considérera que x devenant *-*-/, y devient en général y -\- y' i 

v" i" 1 
— i. 1— &c. (n°. 17). Or p , q , r, &c. deviennent en même temps 

p p'\ _+_ Sec. , q-i-q'i H- &c. , r H— / /' &c. , et ainsi des autres. II 
n'y aura donc qu'à substituer ces valeurs dans l'expression dey, développer 
les termes suivant les puissances de i , et le coefficient de i sera ia- valeur 
cherchée de /. 

Ainsi , s\y—ap-t- bq-\-8cc, a, 6, &c. étant des coèfficiens constans 
quelconques, on aura sur-le-champ / =. ap' ht/ &c. 

Si y = apq , la quantité /^ deviendra //> -H- ip' -+- &c.,J ( q 
ïq -k— &.C.J z= p q -i- i (p' q -h- q p) -f- &c. ; donc / = 
H- *//>. 

Si y = <7/>^r , on trouvera de la même manière f = ap' qr-^-aq' pr 
a/pq; et ainsi de suite. 

S\y=. ~- , la quantité - p — deviendra -~~r^~~^~ ' Développant 
le dénominateur en série par les règles connues, on aura ( p —H ip H— Scc.J 
(- ~(- -f- &c.; = — ~ -H &C. Donc/ == 

q q q q q 

ap' apq' 



a 



3 1. Soit en général / — en regardant fp comme une fonction pri r 
mitive de p , sa fonction prime sera, f p ; en sorte que p devenant p o 
(j'emploie ici la quantité indéterminée 0 , à la place de la quantité indéter- 
minée/, qui désignera toujours l'augmentation indéterminée de x),fp devien- 

dra fp -4r <>/"> H ~fP T+" &c -i f"-" 7 7/ ° r » i 7 ^ mnt une fonction 

y» » 

de x, lorsque x devient x + i, p devient (ibid.) p +- ;/h — C.^&c.; 
donc, faisant ozzzlp H- — />" H- &c.,//> deviendra par la substitution 



V. 
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de x -h- i , à la place de x, fp Ifff p -+- — 7Y + pf'p) + & c - î 

par conséquent on aura/ =p'fp. D'où résulte ce principe : que la fonction 
prime d'une fonction d'une quantité qui est elle-même une fonction de x, est 
égale au produit des fonctions primes des deux fonctions. 

Supposons maintenant que y soit une fonction de p et de q, que nous 
désignerons par f(p ,q), il s'agit donc de substituer x-+-i à la place de x 
dans les deux fonctions p et q. Or, il est visible que l'on doit avoir le même 
résultat, soit qu'on fasse ces deux substitutions à-la-fois ou successivement, 
puisque les quantités p et q sont regardées comme indépendantes. 

En substituant d'abord x-\-i à la place de x dans la fonction p t la 
fonction f(p, q), regardée seulement comme fonction dep, devient/^, q) 
~+-ip'f{p) + &c, j'écris simplement/' f/^pour désigner la fonction prime 
de / fp, q), prise relativement à p seul, q étant regardée comme constante. 
Substituons maintenant x -+- /' pour x dans -7, la fonction///?, ^ deviendra 
pareillement /flp , q) iq'f fqJ-^ÔLc, ouf'(q) représente la fonction 
prime de j(p, q), prise relativement à q seul, p étant regardée comme 
constante. Quant au terme ip'f'fp ), il est visible que par cette nouvelle 
substitution il se trouverait augmenté de termes multipliés par i\ P , &c. 
Ainsi les deux premiers termes de la série provenant du développement 
dçffp, q), après la substitution de x -f- /' pour x, seront simplement j(p, q) 

h- » [pf (p) -*- // M ] / de sorte q u ' on aura 

Si y était une fonction de p, q, r représentée par f(p , q, r), on trouverait 
de la même manière 

et ainsi de suite. 

D'où il est aisé de tirer cette conclusion générale, que ia fonction prime 
d'une fonction composée de différentes fonctions particulières , sera la 
somme des fonctions primes relatives à chacune de ces mêmes fonctions , 
considérées séparément et indépendamment l'une de l'autre. 

Ce principe, combiné avec le précédent, suffira pour trouver les fonctions 
primes de toutes sortes de fonctions, ainsi que les autres fonctions dérivées 
<Jes ordres supérieurs, 
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3 2. Ainsi, en supposant X une fonction quelconque de x, les fonctions 

X' 

primes de X*, IX, a* , sin. X, cos. X, &c. seront mX m ' X' , — ^~ , 
a* laX' , X' cos. X, — » A'' sin. A, &c, et leurs fonctions secondes seront 

mx—x'-ï-mfa— i;r- i r,i- — û'/^'+z 

<7*/ AT' 1 , X' cos. X— X'sm. X, — X" sin. * — X x cos. X, &C. ; et 
ainsi de suite. 

33. Mais !a fonction^ pourrait n'être donnée que par une équation quel- 
conque entre* et y. 

Représentons cette équation en général par F (x y y) s o, on aura, par 
la résolution,^ égal à une fonction quelconque de x, qu'on pourra désigner 
par fx ; de sorte qu'en substituant fx pour y dans la fonction Ffx, y) , elle 
deviendra F(x,jx), fonction de x seul, que nous désignerons par ç>x. 
Cette fonction <px devra donc être nulle, quelle que soit la valeur de x. 
Donc elle le sera aussi en mettant x H— i pour x, quelle que soit ia valeur 

de/. Mais par cette substitution <px devient <px-i~ i<p'x-\ <p" x -H&c; 

2 

donc, pour que / puisse être une quantité quelconque, il faudra que l'on 
ait séparément les équations <pxz=o , <p' x =. o , <p"x — o, &c, dont ia 
première est l'équation donnée , la seconde est sa fonction prime, ia troisième 
sa fonction seconde, &c. 

Or, puisque <px z^. F(x, fx) =^ F(x , y) , qf x sera fa fonction prime 
de F(x, y) , y étant regardé comme fonction de x, et par le principe établi 
dans le n.° 3 1 , cette fonction prime sera exprimée par F' (x)-^-y' F (y), en 
désignant par F' (x) et F' (y) les fonctions primes de k fonction F(x,y) , 
prises relativement à x seul et ky seul. 

Donc l'équation q>'x z=z o donnera F'(x) /F* (y) = 0; d'où l'on 
lire 

y ~~ f(y) ' 

Ayant ainsi la valeur de la fonction prime / en fonction de x ety, on aura 
celle de /, en prenant ia fonction prime de cette fonction , et ainsi de 
suite. 
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II résulte de l'analyse précédente, ce principe: ' 

Lorsqu'on a une équation quelconque entre deux variables x , y , 
l'équation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses termes , 
ainsi qu'entre leurs fonctions secondes, &c. Nous appellerons ces nouvelles 
équations, équations dérivées; et en particulier, équations primes, équations 
secondes , &c. , celles qu'on obtient en prenant les fonctions primes , 
secondes , &c. 

Si l'équation ne contenait qu'une seule variable x, qui dût demeurer 
indéterminée, ce qui a lieu dans les équations identiques, le même principe 
subsisterait, et l'on aurait également une équation prime , une équation 
seconde, &c. qui seraient aussi identiques. 

3 4.. Quelle que soit donc la fonction proposée fx, et de quelque manière 
qu'elle soit donnée , on a des méthodes simples et générales pour trouver 
sa fonction prime fxi et de-Ià , par la répétition des mêmes opérations, on 
pourra trouver toutes les autres fonctions dérivées. On aura ainsi facilement 

tous les termes de la série fx -f- if'x H — /"* &c. qui naît du déve- 
loppement de la fonction f(x-Yri), lorsque ce développement est susceptible 
de cette forme. 

Il est donc nécessaire , avant d'aller plus loin , d'examiner quand e( 
comment cette forme pourrait être en défaut. 

Nous avons déjà démontré plus haut fit' 10) que cela ne peut arriver 
que lorsqu'on donnera à x une valeur déterminée, telle qu'elle fasse dispe* 
raître dans la fonction fx, et dans ses dérivées, quelques radicaux. Or, un 
radical ne peut disparaître dans une fonction que de deux manières, ou 
parce que la quantité qui multiplie le radical devient nulle, ou parce quç 
le radical lui-même devient nul. 1 , 

Dans le premier cas, il est clair que le radical disparaissant dans/* , il 
pourra ne pas disparaître dans/* x, f x , &c. , ou bien que disparaissant 
à-la- foi s dans fx , fx, il pourra ne pas disparaître dans/"x, f x , &c, et 
ainsi du reste , parce que le radical acquérant des coefficiens dirterens dans 
Jes fonctions dérivées , ces coèfficiensi ne deviendront plus nuls par la même 
supposition de la variable. 

Peu 



Digitized by Google 



DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 33 

Dans le second cas, au contraire, ii est évident que le radical disparaîtra 
nécessairement dans toutes les fonctions fx,J , x,f'x t &c. à l'infini, puisque 
c'est la quantité radicale elle-même qui est supposée s'évanouir pour une 
valeur donnée de la variable x. 

Or, comme l'évanouissement du radical ne peut plus avoir lieu dans la 
fonction f(x-\-\), où / est une quantité indéterminée et indépendante de x , 

ii s'ensuit que la série fx H- if'x H — — fx -+- &c. qui représente le 

développement de cette fonction , ne pourra être exacte , qu'autant que le 
même radical s'y trouvera; par conséquent cette série sera légitime dans le 
premier cas , et ne le sera pas dans le second. 

35. Soit y -zzifx, et par conséquent, en prenant les fonctions primes 
secondes, 8cc./ zzfx,y" zzf x8cc; supposons que pour une valeur donnée 
de .y, il disparaisse dans fx un radical, lequel ne disparaisse pas dans f x; il 
est clair que pour cette valeur de x, la fonction/' x devra avoir un plus grand 
nombre de valeurs différentes que la fonction/*, à raison du radical qui se 
trouve dans fx et qui a disparu dansfx ; d'où il s'ensuit que la valeur de y' 
ne pourra pas être donnée par une fonction de x et y qui ne contiendrait pus 
ce radical. Cependant, si dans l'équation ^ z=z fx on détruit ce même radical 
par l'élévation des puissances, et que l'équation résultante soit représentée 
par F(x, y) zzz o , son équation prime donnera généralement , comme 

nous l'avons vu (n* jj) , /=z — . Donc cette expression 

sera en défaut dans le cas où l'on donnerait à x la valeur en question , ce 
qui ne peut avoir lieu qu'autant que les quantités F'(x) et F' (y) seront 
l'une et l'autre nulles à la fois. Ainsi, dans le cas dont il s'agit, l'expression 
de / deviendra égale à zéro divisé par zéro; et réciproquement lorsque cela 
arrivera , ce sera une marque que la valeur correspondante de x aura détruit 
dans fx un radical, sans le détruire dans fx, 

Pour avoir dans ce cas la valeur de /, il ne suffira donc pas de s'arrêter 
ï l'équation prime de F(x,y) — o, laquelle étant y' F' (y) -\-F(x)z=. o 
(ri*, j j) aura lieu d'elle-même , indépendamment de la valeur de// mais i( 
faudra passer à l'équation seconde, qu'on trouvera par les mêmes règles de 
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cette forme 

/ F (y) >+- / 1 n'fy ) 4- 2 / r (y) (x) F (x) = o r 
en désignant par F (y) et F* (x) les fonctions primes de F' (y) et F' (x), 
prises f la première relativement à y seul , et la seconde relativement à x 
seul , c'est-à-dire les fonctions secondes de F (y, x), prises relativement aux 
mêmes variables isolées, et par F" (y) (x) la fonction prime de F' (y) , 
prise relativement à x, ou la fonction prime de F' (x), prise relativement 
a y, ces deux fonctions étant la même chose, comme il est facile de s'en 
convaincre , et comme nous le démontrerons plus bas , lorsque nous 
traiterons des fonctions de plusieurs variables , c'est-à-dire la fonction 
seconde de F (y , x) , prise relativement à y et à x. 

Celte équation donne généralement la valeur de y" ; mais dans Je cas 
proposé la quantité F' (y) devenant nulle, le terme qui contient y" dispa- 
raîtra , et l'équation restante sera une équation du second degré en /, par 
laquelle on déterminera la valeur de y' , qui sera par conséquent double. 

36. Soit, par exemple, fx = (x — a)\^(x — b), en sorte qu'on ait 
l'équation y = (x — a) y(x — b) on aura/ 7 x ==/ — V (x — b) 

\*(71b) : faisa,u x==: a ' on a y = 0 ' ? = ^(* — b )>— — h ) > 

où l'on voit que le radical disparaît dans la valeur de y, mais non pas dans 
celle de/, en sorte que la valeur de y est simple et celle de y' double. 

Maintenant, si on réduit l'équation proposée à cette forme rationnelfe/:= 
(x — a) 1 (x — b), et qu'on en prenne l'équation prime , on aura zyy 

2. fx - a) (x - b)-\-(x — a) ; d ou I on tire/ =z— i — - ■ i— ; 

faisant x = a , on a/ =— — ; passant donc à l'équation seconde, on aura 

2y >- _j_ l y y" — ±(x a) Z(x b). 

Ici x zzz a donne ( à cause de y =: o dans ce cas ) 2 y" — z(x b)z2* 

%(a — b); donc / = V (a — h), comme plus haut. 

Il serait possible, au reste, que la même valeur de x qui détruit les termes 
de l'équation prime , détruisît aussi ceux de l'équation seconde ; alors il 
faudrait passer à l'équation tierce, laquelle, par la destruction des termes 
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qui contiendraient /' et/ 7 ', deviendrait une simple équation en /, mais 
du troisième degré, et ainsi de suite. Cela dépend de la nature du radical 
qui aura été détruit dans fx, et qui doit être remplacé par le degré de 
l'équation d'où dépend la valeur de /; mais nous n'entrerons dans aucun 
détail sur ce point, Jjour ne pas trop nous écarter de notre objet. 

37. Supposons en second lieu que la même valeur de x , qui fait dispa- 
raître un radical dans fx, le fasse disparaître aussi d'ans fx, sans lé faire 
disparaître néanmoins dans fx, alors les valeurs correspondantes de fx et 
de/'x seront en même nombre; mais celles de/"x seront en nombre plus 
grand. Si donc on détruit ce radical dans l'équation y=zfx, la valeur de/ 

qu'on en déduira , se trouvera — . et il faudra passer aux équations 

dérivées d'un ordre supérieur pour avoir la valeur de/. 

Soit/=f*— -tf/l/f* — *;,onaura/ = a (x — a)Y(a — b)-+- 

-—77 77 , y zzz i V (x — b) h — — , 

faisant* — a, ona/ = o,/ — o et/ — î/ (x — b)zzzxY(a — b). 
Mais si on réduit l'équation proposée à cette forme rationnelle / =z (x—<t)* 
( x — b), on en tirera l'équation prime 2 y y' z=z^(x — ap ( x — b) 

(x — a)* , laquelle donne, lorsque x — a, / 5=—, à cause de^= 0* 

à moins qu'en substituant la valeur de;-, on ne divise le tout par (x — a/, 
et qu'ensuite on ne fasse xz=za, ce qui donnera/ = o. ' 

Passant à l'équation seconde, on aura/ 1 -\-yy" = 6 fx — a)* (x — b) 
-f- \(x — a) 1 ; faisant x z=z a, on aura / — o, comme ci-dessus. 
Mais pour avoir la valeur de / , il faudra avoir recours à l'équation tierce 
et même à l'équation quarte. Celle-là sera 3 // -h- y y'" =2 1% fx — à')* 
-f- 1 2 fx — a) fx — bj.où tous les termes disparaissent lorsque x z=z a. 
La suivante fera 3/ 1 -+- 4//" -i-yy'" = 48 fx — a) -t- 1 2 fx — b). 
Faisant x ■==. a, et par conséquent^ = o, et/ z= o , on aura 3/*=^ 
1 2 fx — b), y" — i V(x — b) — x y fa — b), comme plus haut. 

38. Nous ne pousserons pas cette analyse plus loin , qui d'ailleurs n'a 
plus de difficulté d'après les principes établis. Nous nous contenterons de 
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remarquer que si on construit fa courbe dont x serait l'abscisse et / =/* 
J'ordonnée, cette courbe aura ce qu'on appelle un point multiple dans 
l'endroit correspondant à la valeur donnée de x, qui fera disparaître un 
radical dans fx, sans le faire disparaître en même temps dans/*; qu'elle 
aura un point d'attouchement , si la même valeur de x fait disparaître à la 
fois le radical dans/x et dans/ 7 *; que ce sera un point d'osculation , si le 
radical disparaît en même temps dans/"*, et ainsi de suite. On en verra la 
raison , lorsque nous appliquerons la théorie des fonctions à celle des 
courbes. 

3 p. A l'occasion de la difficulté que nous venons de résoudre, nous 
allons donner la théorie de la méthode pour trouver la valeur d'une ' 
fraction , dans le cas où le numérateur et le dénominateur deviennent 
zéro à la fois. 

\ *. ..." 

fx 

Soit— ^j- une pareille fraction, fx et F x étant des fonctions de x , 

telles que la supposition de x z=. a les rende toutes les deux nulles à la 
fois , et qu'on demande la valeur de cette fraction lorsque x = a. 
fx 

On fera y = — — , et par conséquent yFx = fx. En supposant x z=z a, 

cette équation se vérifie d'elle-même , indépendamment de la valeur de y 
qui demeure par conséquent indéterminée ; ainsi elle ne peut servir dans cet 
état à la détermination de y, lorsque x — a. Mais, en prenant l'équation prime, 
on aura/Fx -\-yF'x z=zj'x; la supposition de xz=za fait disparaître le 

f x 

terme y' Fx ; et le reste de l'équation donne y — — . S'il arrivait que les 

fonctions primes f x , F'x devinssent aussi nulles par la même supposition , 
alors on trouverait par le même principe , en substituant dans l'équation 
ci- dessus f'x, F'x , pour fx, Fx, cette nouvelle expression de y, 
F'x 

y =—ri — -» et ainsi de suite. On pourrait aussi la déduire directement de 

la même équation prime , en considérant que, comme elle se vérifie de 
nouveau d'elle-même , elle ne peut pas servir non plus â la détermination 
de y ; que par conséquent il sera nécessaire de passera l'équation seconde, 
laquelle sera y" Fx -4- 2/ F'x -H- yF"x=zfx. Comme la supposition 
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de x = o rend nulles les fonctions Fx etF'x, les termes qui contiennent/' 

f x 

et y" s'en iront deux-mêmes, et les termes restans donneront yzz -~ — , 

t. x 

comme plus haut. 

II n'est pas à craindre que les fonctions fx.fx, f x, &c. Fx , F' x , 

F" x, &c. à l'infini, puissent devenir nulles en même temps par la suppo- 

«tion de xz=z a, comme quelques géomètres paraissent le supposer; car, 

1» 

puisque /fx -f- /,) z=.fx-{-ifx-\ f x &c. en faisant x =r a on 

2» 

aurait f(a -f- 1) = o , quel que soit i, ce qui est impossible ; il en serait de 
même de F(x -+- i). Mais il peut arriver que ces fonctions deviennent 
infinies par la même supposition de x = a, ce qui rendra également les 

fx f X 

fractions — =- — , • , &c. indéterminées : mais la solution de cette 
Fx , F x 

difficulté dépend de l'examen du second cas du n ."3 4, dont nous allons 
nous occuper. 

40. Ce cas a lieu, lorsque la supposition de xzmû fait disparaître dans fx 
un radical en le rendant nul , auquel cas elle le fera disparaître de même 
dans les fonctions dérivées ; mais ce radical restant dans la fonction'/^ x-$-i) , 
il doit rester aussi dans le développement de cette fonction ; par conséquent 
ne pouvant aflëcter la valeur de x , il faudra qu'il affecte F I ; d'où il suit 
que ce développement doit contenir nécessairement des puissances irra^ 
tionnelies de /. H est clair, en effet , que si fx contient la quantité m yJ X , 
Autant une fonction de x, qui devient nulle lorsque xz^a, en mettant x-*-/ 

•a 

à la place de x, ^deviendra X-i- i X —X* -4* &c, et faisant x = a, 
on aura simplement iX H — — X" -+- &c. pour la valeur de X; de sorte 

que y X deviendra m jï (X H ^- X" H— &c. ) ; donc la fonction 

f( x i ) contiendra , dans le cas de x a , te radical m y/i , qui 
devra par conséquent se trouver dans son développement suivant les 
puissances de j. Voyons donc ce que donnera alors le développemenï 

fautif/* H- if x — /* * &C . 
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4 1 . Pour cela , f observe que les fonctions f fi -f- 1), f (*-\- }},&c. 
sont également les fonctions primes, secondes, &c. de la fonction/fx -+- \) , 
soit qu'on les prenne relativement à x, soit qu'on les prenne relativement 
à /, ce qui est évident, puisque en augmentant soit soit/ d'une môme 
quantité quelconque, on a le même accroissement de la quantité x -»-/'. D'où 
il suit que l'on aura également les valeurs defx.fx, &c. quel que soit x , 
en prenant les fonctions primes , secondes, &c. de {fx relativement 
à i, et faisant ensuite / = o. ( 

Or, si on suppose que le développement de/fx \) doive contenir , 
lorsque xz= a, un terme affecté de i m , tel que A F, A étant une fonction 
de a, et m n'étant pas un nombre entier positif, en prenant les fonctions 
primes, secondes, &c. relativement à /, il faudra que les développement 
de ffx , f (x t) , &c. contiennent les termes m Ai" ~ ' , 

m (m — \) At~~ x , &.c,(fi.° iSJ, Donc, faisant i z=z o, on en conclura 
que les fonctions jx , fx , f x, &c. lorsque x==a, contiendront respec- 
tivement les termes Ao M , mAo'"~' , m (m — \)Ao m ~\ &c, 

Si m est un nombre quelconque négatif, il est clair que tous ces termes 
seront infinis, 

Si m est un nombre positif non entier , soit n le nombre entier immé- 
diatement plus grand que m, il est visible que le terme m(m—~ i ) ..... . 

(m — //-+- i)Ao m ~* sera infini ainsi que tous les termes suivans , et 
que tous les précédens seront nuis. 

Donc en général la fonction f'x et toutes les suivantes fx** 1 ,jx*T\ &c. 
à l'infini (n, n-\- 1 , Sec. étant des indices/ seront infinies) , n étant le nombre 
entier positif immédiatement plus grand que l'exposant m, 

41. On conclura de-ià que le 4éveïoppement fx-i-if' x-f- — — - 

/"x-f- &c, ne peut devenir fautif pour une valeur donnée dex, qu'autant 
qu'une des fonctions fx ,fx, fx, &c. deviendra infinie, ainsi que toutes 
les suivantes pour cette valeur de x. Alors si // est l'indice de la premicrç 
fonction qui devient infinie , le développement dont il s'agit devra contenbr 
Un terme de la forme i m , m étant un nombre compris entre n — 1 et n. 
Et si toutes les fonctions fx,fx,fx, &c. devenaient infinies pourl* 
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même valeur de x , le développement de f(x contiendrait dans ce 

cas des puissances négatives de /'. 

Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant les puissances 
ascendantes de i, il faudra faire d'abord dans la fonction f(x i) , x égal 
à ia valeur donnée, et développer ensuite suivant les puissances croissantes 
de / par les règles connues , en ayant égard aux puissances fractionnaires 
ou négatives de i qui se trouveraient dans la fonction même. 

Au reste, nous remarquerons qu'en faisant yz=fx,et prenant* et y 
pour les coordonnées d'une courbe, cette courbe aura dans le point où 
l'une des fonctions y, / , y", &c. devient infinie, ainsi que toutes les 
suivantes , un rebroussement dont l'espèce dépendra de l'indice », pourvu 
que l'exposant fractionnaire m ait pour dénominateur un nombre pair ; 
et l'on déterminera la nature du rebroussement par la forme du déve- 
loppement de f(x-\-i) dans ce cas. 

43. Dans l'exemple du n.° 36*, où y r=z (x — a )V(x——b), on 
voit que la supposition de x = h détruit le radical dans y , et doit par 
conséquent le détruire aussi dans les fonctions dérivées /, y" ,.8cc. DonC 

le développement fx if'x -4--^-/"* -+- &c. , de f(x -+-• i) K $ ,ei\ 

supposant y z=zfx = fx — a) Y(x — b) , sera fautif dans le cas de x=.b. 

En effet, on aura dans ce cas y— o , / = V '(x — b) -4- ■ = oo t 

x étant = b , et on trouvera de même y" = 00 , y"' — 00 , &c. Donc le 
développement dont il s'agit devra contenir alors un terme de la forme /*, 
m étant entre o et 1 . 

Soit , en effet , * = , fx deviendra (b — a -f- i) y\ , de sorte 

que le vrai développement de cette fonction sera (b — a) Vi -H / T . 

• 

44. C'est aussi de la même manière qu'on résoudra la difficulté pro- 
posée à la fin du n.° 39, sur les fractions qui demeureraient toujours 
indéterminées , en prenant à l'infini les fonctions dérivées du numérateur 
et du dénominateur. Nous y avons vu que cela ne saurait arriver que 
«lans le cas où la même valeur de x rendrait ces fonctions successives 
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infinies. II faudra donc alors supposer x = a ~{- i (a étant la valeur 
de x qui rend ces fonctions infinies ) , dans l'expression générale de la 
fraction , réduire ensuite cette expression en série , suivant les. puissances 
ascendantes de / , et le premier terme de la série , en faisant i = o , 
donnera la valeur cherchée de la fraction pour le cas de x 2= a. 

Ainsi , si l'on avait la fraction — — — »* ~ ■ , qui devient 

lorsque x=za, et dont les fonctions primes, secondes, &c. du numé- 
rateur et du dénominateur deviennent toutes infinies par la même valeur 
de x, en y mettant a i au lieu de x , et réduisant le numérateur et 
Je dénominateur en série , elle deviendra 



i 

VI H »- 4tC. 

2 /a 1 Vi 



Vl04 H ; -+- &C. 

2 Via 



de sorte qu'en faisant i = 0 , on aura J pour la valeur cherchée de la 
fraction , lorsque x =r a. 

En effet, si, suivant la méthode du n.° 30, on prend les fonctions 
primes du numérateur et du dénominateur , on aura 

1 et 



quantités qui deviennent infinies, lorsque xz=za; mais en les multipliant 
l'une et l'autre par 2 Y (x — a) , la nouvelle fraction sera 

Y(x _ a) 



I 

laquelle , en faisant x = a, devient ^ , comme plus haut. 

Nous avons donc résolu les difficultés qui peuvent se rencontrer dans 
le développement def{x-4- i) ; et quoique nous n'ayons considéré que 
des fonctions algébriques, il n'est pas difficile d'étendre nos solutions aux 
fonctions transcendantes. Comme ces difficultés n'ont lieu que pour des 
valeurs particulières de x, il est clair qu'elles n'influent en rien sur la 

théorie 
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théorie des fonctions dérivées fx , fx, &c. ; mais il était nécessaire de 
les examiner , et de -donner les moyens de les lever , pour ne laisser 
aucun nuage sur cette théorie. 

45. Non - seulement on peut par cette théorie trouver directement 
tous les termes du développement de la fonction f(x -4- ij, suivant les 
puissances de /*; mais on peut aussi en général développer une fonction 
quelconque , suivant les puissances ascendantes d'une des variables conte- 
nues dans la fonction.' 

En effet, si on reprend la formule f(x -H i) =fx -+- if'x H 

•1 ' 

f x _ i — f' x &c. , puisque x et i sont deux quantités indéter- 

' * 3 

minées, on y peut substituer x — i à la place de x , ce qui donnera 

fxz=f(x — i) + if(x-i)+ ±-f (x — i) &c. / 
De plus, on pourra mettre ici xi à la place de i, et l'on aura 
fx z=zf(x — x Z J -4- x Z f(x — x Z ) -f- *ff( x — xzJ H-&C, 

où 1 est une quantité arbitraire quelconque. 

Ici , fx représente , comme l'on voit , une fonction quelconque de x, 
etf(x — *l) , f (x — xi) , &c. représentent les fonctions primes, 
secondes, &c. de/* , en.y substituant x(\ — %} à la place de x. Mais, 
quoique fx ne représente qu'une fonction de x relativement à ses fonctions 
dérivées , il est clair qu'elle peut représenter en général une fonction quel- 
conque de x et d'autres quantités quelconques, pourvu que ces quantités 
y soient regardées comme constantes dans la formation des fonctions 
dérivées fx, f* &c. 

Si dans la formule précédente on fait £ = o, l'équation devient iden- 
tique fx—fx, et si on y fait 1 = 1 , la quantité .v — x£ s'évanouit; de 
sorte que si on dénote simplement par f f • f - &c. les valeurs des 
fonctions fx, fx , f x , &c. , lorsque x z=z o , on aura 

\ t . fx=zf.-t-xf , + ^-/". + &c, ; 

Ainsi, lorsque/* sera une fonction donnée de plusieurs variables x > 

F 
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y , &c. , H n'y aura qu'à chercher par les règles générales fes fonctions 
dérivées par rapport à x seul, et y faire ensuite xzzz. o , on aura tous les 
termes du développement de la fonction suivant les puissances ascendantes 
de x; et il est clair que les valeurs des quantités/', f , &c, seront des 
fonctions de y, &c. sans x, toutes dérivées de la fonction primitive, 
suivant une loi dépendant de la manière dont la quantité x entrera dans 
cette fonction. . 

46. On aurait pu résoudre le problème précédent d'une manière plus 
simple, en supposant tout de suite f x z= A Bx-i- Cx z -\- Z)x' -H&c. , 
A , B , C , &c. étant des quantités indépendantes de x. Pour les déter- 
miner , on considérera que cette équation devant être identique , doit 
avoir lieu pour toutes les valeurs de x. Donc, en faisant x z= o , 
on aura /. z^z A ; 2. 0 en prenant les fonctions primes de tous ses 
termes (tu 9 Jjj, on aura encore l'équation identique 

f'x = B -f- 2 Cx —h- 3 Dx % -4— &c. , 
où, faisant de nouveau xz=. o, on aura/ 7 . — B . ; 3. 0 en prenant de 
nouveau les fonctions primes , on aura 

f x — : 2 C -h- 2 . 3 Z)x -4- 3 . 4 £x* h- &c. , 
où , faisant derechef x = o , on aura f . = 2 C. Continuant de la même 
manière, on trouvera 

f" . = 2.}D,f. =. 2.3 -4£, &c, 

d'où l'on tire 

ce qui donnera, par la substitution, la même sétie pour fx que ci-dessus. 
Mais cette méthode est moins directe que la précédente , et elle suppose 
déjà la théorie des fonctions dérivées'; elle est d'ailleurs moins rigou- 
reuse , en ce qu'elle suppose que la somme de tous les termes affectés 
de x devient nulle, lorsque x z=z o , quoique les coèfhciens de ces termes 
augmentent à l'infini dans les équations dérivées ; mais le grand avantage 
de la méthode précédente consiste en ce qu'elle donne le moyen d'arrêter 
le développement de la série à tel terme que l'on voudra , et de juger de 
la valeur du reste de la série. 
•J 
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Ce problème , l'un des pius importans de la théorie des séries , n'a pas 
encore été résolu d'une manière générale. On pourrait , à la vérité, la 
résoudre pour chaque fonction en particulier ,* par les méthodes exposées 
au commencement (in 11J; mais il serait impossible de parvenir par 
cette voie à une solution générale pour une fonction quelconque. 

47. Reprenons donc la formule générale trouvée ci-dessus (nS 4$) , 

fx =ffx — xz) -f- XZ f'(x — x Z )-+- -ïf- f" (x — Xl ) -+- &c, 

et supposons qu'on veuille s'arrêter au premier terme/^c — x 1). Comme 
tous les termes suivans sont multipliés par x, nous supposerons 

fx=f(x — x Z )-+-xP, 

P étant regardée comme une fonction de z> qui devra être nulle 
lorsque z = o, puisque alors f(x — xi) devient fx. 

Comme cette équation doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de 3, 
qui est arbitraire, son équation prime, relativement à 3, aura donc lieu 
aussi (n.° j jj. On prendra donc les fonctions primes relativement à celte 
variable, et il est facile de voir que la fonction prime du terme f(x — xj) 
sera — xf (x — x Z ). Car on a vu (n.° j 1 ) que si y —f-p, p étant une 
fonction de x , on a / = p'fp ; ainsi , prenant 1 à la place de x , et 
faisant/>=x — x Z , on aura p'— — x et / = — xf'p— — xf (x — x&J 

Ainsi , à cause que fx ne renferme point Z , l'équation prime relati- 
vement à 1, sera 

o = — xffx — xzJ -+- xF, 
F étant la fonction prime de P relativement à 1 ; d'où l'on tire 

F—f(x — Xl ). 

On aura donc la valeur de P , en cherchant une fonction de z dont la 
fonction prime soit égale à /' fx — xz) , et qui de plus soit telle , qu'elle 
devienne nulle lorsque z = o. Cette valeur de P ainsi trouvée, si on y 
fait 2= 1 , on aura 

fx—f.,^-xP. 
Supposons , en second lieu , 

fxzzzffx — xjj + xzffx — x Z ) x*Q, 

F x 
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Q étant une fonction de i , qui devra être nulle , comme l'on voit , 
lorsque 3 = 0. 

En prenant, comme ci-dessus, les fonctions primes relativement à %, on 
aura cette équation prime 

o = — xf(x — x Z ) -+- xf(x — XZ ) — x'zffx — xi) -+- x*Q>. 
où les fonctions désignées par/', f* sont les fonctions primes et secondes 
defx relativement à x , et dans lesquelles on a mis ensuite * — x £ pour x. 
On tire de-là, en effaçant ce qui se détruit, 

de sorte qu'on aura la valeur de Q en cherchant une fonction de 3 , dont 
la fonction prime ait la valeur qu'on vient de trouver pour Q' , et qui ait 
la condition de devenir nulle lorsque i=zo. Si ensuite on fait 3= 1 , on 
aura 

. fx=zf.+xf>.-t-SQ. ■ 

Soit , en troisième lieu , 

fx-z=f(x — xz)-+-xif'(x—xi) H — ~- f(x — XZJ-+- x*R, 

R étant une fonction de 1, qui s'évanouisse lorsque 3 = o. On trouvera, 
en prenant les fonctions primes relativement à £ , et effaçant les termes 
qui se détruisent mutuellement, 

la fonction représentée par f m étant la fonction tierce de fx relativement 
à x, transformée par la substitution de x — xi à la place de x. 

Il faudra donc , pour avoir la valeur de R , trouver une fonction pri- 
mitive de 1 > dont k fonction prime soit la valeur précédente de R' , et 
qui soit telle , qu'elle s'évanouisse lorsque 1 = o. Cette fonction étant 
trouvée, on aura, en faisant ^ =r 1 , 

fx =/. -f- */' . -4— ~f . H- *» R, 

et ainsi de suite. 

En continuant ainsi, on aura la formule dn n.°45 r 

fi=zf-*.xf-H JLf^-fL f- + &c. 

Mais l'analyse précédente a l'avantage de donner la manière d'avoir les 
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restes xP, x*Q, x % R , &c. de la série, lorsqu'on veut l'interrompre à 
son premier , second , troisième , &c. terme. 

.• /■ ■ 

48. Voilà le problème résolu analyticjuement ; mais comme les quan- 
tités P , Q, R, &c. ne sont connues que par leurs fonctions primes , il 
reste encore à remonter de ces fonctions aux fonctions primitives ; ce qui 
peut être souvent fort difficile , et même impossible. Cependant on peut 
trouver des limites de ces quantités , ce qui suffira pour apprécier l'erreur 
qu'on peut commettre en s'en tenant à quelques-uns des premiers termes 
de la série. 

Pour cela , nous allons établir ce lemme général : * 

Si une fonction prime de £, telle que est toujours positive pour 
toutes les valeurs de g, depuis z = a jusqu'à z = b , b étant >a , la 
différence des fonctions primitives qui répondent à ces deux valeurs de z» 
savoir f fb — fa, sera nécessairement une quantité positive. 

Considérons la fonction ffa -i-ij, dont le développement estfz ~+- 

/" ^ -+- &c. , nous avons vu qu'on peut toujours prendre la 

quantité / assez petite pour qu'un terme quelconque de cette série de- 
vienne plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent (n.° /fj. 
Ainsi le terme ifz pourra devenir plus grand que le reste de la série ; par 
conséquent ùf'z est une quantité positive, on pourra prendre / positif et 

assez petit pour que toute la série ifz -H — f z -H &c. ait nécessaire- 
ment une valeur positive ; mais cette série eit —f(x,-*-i) — fz; donc , 
$\f'z est une quantité positive, on pourra prendre pour / une quantité 
positive et assez petite pour que la quantité /fa -H'/ — fz «oit nécessai- 
rement positive. . 

Mettons successivement à la place de z les quantités a , a -f- /, a -f- 2 / 4 
a -+- 3 /, Sec. , a-+-ni, il en résultera que l'on peut prendre / positif et 
assez petit pour que toutes les quantités f(a-\-i) — fa, f(a-+- ii) 
—f(* "H « * îl* V) f( a 2 >), jusqu'à f[a (» H- tji] 
— f( a "0* soient nécessairement positives, si les quantités fa, 
f'(a -f- i), f(a-+-ii), &c. jusqu'à/Y* *0 *e sont. Donc aussi, 
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dans ce cas, la somme des premières quantités, c'est-* -dire la quan- 
tité/fa (n —H- iji] —pi, sera positive. 1 , 

b — a 

Faisons maintenant a -4- //; -+- 1 ) i z=z b, on aura / = , et I'oh 

en conclura que la quantité fb — fa sera nécessairement positive , si 
toutes les quantités /V /Y* H -_/,/Y*-rf ^TT~ff a 

Ji^/&c ;i jusqua/Y^ ~T^T" Â ^nt positives, en prenant,/ 

aussi grand qu'on voudra. 

Donc, à plus forte raison, la quantité — /rt sera positive, si f z est 
toujours une quantité positive, en donnant à g- toutes les valeurs possibles 
depuis 1 -=.a, jusqu'à z=zb, puisque parmi ces valeurs se trouveront 

nécessairement les valeurs a, a H — — , à — — — ^— , &c. 

K-f-I »+i 

n _^ lit — a J— ; en prenant /; aussi grand qu'on voudra. . * 



n -+- 1 

1 



49. A l'aide de ce lemme , on peut trouver des limites en plus et en 
moins de toute fonction primitive dont on connaît la fonction prime. 

Soit la fonction primitive Fz dont la fonction prime F 'z soit exprimée 
par f Z , Z étant une fonction donnée de £. Soit M la plus grande , 
et AMa plus petite valeur de Z pour toutes les valeurs de z comprises 
entre les quantités a et b, en regardant comme plus grandes les négatives 
moindres , et comme moindres les négatives plus grandes , ce qui est 
conforme à la marche du calcul, puisque, par exemple, — 1 > — 2 , 
— 5 > — 7 , et de même — a < — 1 , et ainsi des autres. Donc les 
quantités M — Z et Z — N seront toujours positives depuis z — 4 
jusqu'à 1 = b, et il en sera de même des quantités ( M — Z) 
et.z m {Z—NJ. .. : 

Donc, si on fait fz = "C(M — Z) , on aura par le lemme 
précédent fb-~-ftt>o; or , 1 Z étant F'z, sa fonction primitive sera /'g, 
èt comme M est urne quantité constante, la fonction primitive de Mz* 

est , puisque la fonction prime de celle-ci est, par la règle 

m -+- 1 . r > , \ 1. ♦ £ f - 1 0 
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générale (nt ,8), < m ^ x ^ — = Mf. Donc en aura f z = 

- /V ; et faisant successivement 7 == et 7 — ^ l'équa- 

tion fb—fa>o donnera 

— FA H Fa > 0 ; -, 



d'où Ton tire 

Fb<Fa-\ ^ 



m 1 



2. 0 Si on fait, fz=:z m fZ — N), on aura aussi fb — fa> o , et l'on 

M" * 1 

trouvera , comme ci-dessus, fz = fz ; donc, faisant successi- 

vement £ = * et z= A, l'équation fb — fa > o , donnera Fb — 



— jp tf > & ; <J' 0 ^ l' on tire 

t M ~¥- I 

■ 

50. Appliquons ces résultats aux quantités P, Q, R, &c. dun.°47. 

Comme ces quantités sont regardées comme des fonctions de £, nous 
supposerons 'd'abord P = Fz , et par conséquent P = F'z =f(* — * f) / 
donc , puisqu'on a supposé Fz — l"?" prenant m = o , on aura Z ==/ 7 

— xz)> Supposons maintenant a=zo, et£= 1 , la condition de la 
fonction P, qui doit être nulle lorsque z = o , donnera fVi = o, et 
alors Fb sera la valeur de P , répondant à % = 1. 

Donc, si yWet TVsont la plus grande et la plus petite valeur àef(x — x z) , 
relativement à toutes les valeurs de z depuis Z—° jusqu'à J = 1 , on 
aura Fb< Met>N. Par conséquent M et N seront les deux limites de 
la quantité P, en y faisant 2=1, 

Supposons, en second lieu , <2 = Fz, on aura Q'— F'z = z/Y* — 
donc , faisant m — 1 , on aura Z = /Y* — * lJ- Soit pareillement <7=o 
et £ = 1 , on aura aussi par la condition de la fonction Q, qui doit être 
nulle lorsque z est nul , Fa =. o , et alors i 7 ^ sera égale à la valeur de Q, 
répondant à \ = 1 , 
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Donc, si Ml et Ni sont la plus grande et la plus petite valeur 
de/" (x — xi) pour toutes les valeurs de 3 depuis 3=0 jusqu'à Z— 1 * 

r . Mi Ni ^ ' . Mi A'i , 
on aura Fb < et > . De sorte que et seront les 

limites de la valeur de Q, lorsque g y est = i. 

Supposons, en troisième lieu, /? — Fz> on aura = Fi zzz 

2 . 

/''Y* — xi) ; donc, faisant w=2, azzzo , b zzz i, on trouvera de 
la même manière que si M z et Nz sont la plus grande et la plus 

petite valeur de -~f'(x — x^J , en donnant à 3 toutes les valeurs depuis 

zéro jusqu'à l'unité, on aura -y— et — ^-pour les limites de la valeur 

de la quantité R, lorsqu'on y fait ç= i. 
Et ainsi de suite. 

5 1 . Maintenant il est clair qu'en donnant à 3 , dans une fonction 
de x( i — zJ' toutes les valeurs depuis z zzz o jusqu'à z = 1 1 les valeurs 
que recevra cette fonction seront les mêmes que celles que recevrait une 
pareille fonction de a , en donnant successivement à u toutes les valeurs 
depuis u zzz o jusqu'à u zzz x ; car faisant x( i — z) z= u > Z == ° 
donne u zzz x , 3 = 1 donne u zzz o , et les valeurs intermédiaires de 3 
donneront des valeurs de u intermédiaires entre celles-ci. D'où il est aisé 
de conclure que les quantités M et Useront la plus grande et la plus petite 
valeur de f'u , relativement à toutes les valeurs de » depuis u zzz o jusqu'à 
uzzzx;et que par conséquent toute valeur intermédiaire entremet /Vpourra 
être exprimée par f'u, en donnant à u une valeur intermédiaire entre o et x. 
Donc la valeur de la quantité P relative à 3 = 1 pourra être exprimée 
par f u, u étant une quantité entre o et x. On en conclura de même que 

la valeur de Q répondant à 3== 1 , pourra être exprimée F*r— f u, en 

donnant à u une valeur intermédiaire entre o et x 

Et pareillement que la valeur de R relative à z = 1 pourra être 

exprimée par * ^ f" u, en prenant pour u une quantité entre o et x. 

Et ainsi de suite. 52. 
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52. D'où résulte enfin ce théorème nouveau et remarquable par sa 
simplicité et sa généralité , qu'en désignant par u .une quantité inconnue , 
mais renfermée entre les limites o et x, on peut développer successivement 
toute fonction de x et d'autres quantités quelconques suivant les puissances 
de x , de cette manière 

fx =5:/. -4- xfa. 

■ •+^-f.-*-^ T r». 

jes quantités /. , f ', , f ' . , &c. , étant les valeurs de la fonction fx et de 
f£S dérivées fx, fx, &c. , lorsqu'on y fait x=o. 

5 3 . Ainsi , pdur le développement de 1 -4- x / suivant les puissances 
de x , on aura/. z=zfi,f. =zf%,f. zzzfz» & c « ou l' on remarquera 
que les quantités /'ê» f Z> sont également les fonctions primes / 
secondes, &c. de/j, ce qui est évident, car il est visible que/Yc~+~ x Â 
f (l -f- *7* &c, sont également les fonctions primes, secondes , &c. 
de f( 1 -H x) , soit qu'on les prenne relativement à x ou trelativement à 1 , 
puisque l'augmentation de 1 x est la même en changeant x en * -H- * 
ou j en 2 -h- /. 

Prenant donc fi , f 1, &c. pour les fonctions dérivées de fy, on aura 
ffl -+- x) =fi^-xf( Z -+- u) , 

&c 

où a désigne une quantité indéterminée, mais renfermée entre les Omîtes o 
et x. 

En changeant 3 en x et a* en i, on aura le développement 6ef(x 4- t) 
suivant les puissances de / ; et ion voit que dans ce développement la série 
infinie, à commencer d.'un terme quelconque , est toujours égale à la valeur 
4e ce premier terme, en y mettant x-t-y à Ja place de x, j étant une 

G 
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quantité entre o et i ; que par conséquent la plus grande et la plus petite 

valeur de ce terme , relativement à toutes les valeurs de / depuis o jusqu'à /', 

seront les limites de la valeur du reste de la série continuée à l'infini. 

Si on fait fa — i" , on aura le développement du binôme (i -+- x) m , 

et on en conclura que la somme de tous les termes , à commencer 

P , m(m—i) (m — tt-+-%) „ — „. 

a un terme quelconque • ! jr \" , 

... m (m — \) (m — n-\-\) _ _ „ _ 

sera renfermce entre ces limites : 7 V et 

1.2..../; v 

m{m-x)....( m -*+i) ^ gf—ft car il est évident que la plus 

1.2...*» ' u ' a 1 

grande et la plus petite valeur de (1 xj m ~" seront '(l x) m *~ u 
et z"-". 

La perfection des méthodes d'approximation dans lesquelles on emploie 
les séries , dépend non-seulement de la convergence des séries, mais encore 
de ce qu'on puisse estimer l'erreur qui résulte des termes qu'on néglige, 
et à cet égard on peut dire que presque toutes les méthodes d'approxi- 
mation dont on fait usage dans la solution des problèmes géométriques et 
mécaniques, sont encore très-imparfaites. Lethéorème précédent pourra servir 
dans beaucoup d'occasions, à donner à ces méthodes la perfection qui leur 
manque, et sans laquelle il est souvent dangereux de les employer. 

54. Jusqu'à présent nous n'avons considéré les fonctions dérivées, 
que comme pouvant servir à la formation des séries; mais ces fonctions , 
considérées en elles - mêmes , offrent un nouveau système d'opérations 
algébriques, et fournissent 'des transformations qui sont d'un usage 

. immense dans toute l'analyse. 

Nous avons déjà vu (n.° jjj, que si on a une équation quelconque 
en x et y, ou simplement en .v, laquelle doive avoir lieu, quelle que soit 
Ja valeur de x , les équations dérivées qu'on obtiendra , en prenant les 
fonctions dérivées de chaque terme de la proposée , auront lieu aussi. 
Chacune de ces équations, et même une combinaison quelconque de 

•ces équations, pourra donc tenir lieu de l'équation primitive; et on 
obtiendra souvent par ce moyen des équations subsidiaires , plus simples 
ou plus faciles à résoudre que les équations priucjpaks. 
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Nous avons nomme équations primes, secondes, &c. , les équations 
dérivée* qu'on obtient en prenant les fonctions primes , secondes , Sic. 
tle tous les termes de 1 équation primitive donnée ; mais nous nommerons 
en général équations dérivées du premier ordre , du second ordre , &c. , 
les équations qu'on pourra former par une combinaison quelconque de 
l'équation primitive et de son équation prime , ou de celle-ci et de l'équation 
seconde, et ainsi de suite. 

Ainsi 1 équation primitive contenant x et y, l'équation dérivée du premiep 
ordre contiendra v, y et /, l'équation dérivée du second contiendra a- , y, 
y' et y ; et ainsi du reste. 

5 5 . Nous allons montrer par quelques exemples l'usage des équations 
dérivées pour la transformation des fonctions. Et d'abord nous remar- 
querons que par la combinaison d'une fonction avec sa fonction prime, 
on peut faire disparaître un exposant quelconque. En effet, soit l'équa- 
tion y rz= X* , X étant une fonction quelconque de x , en prenant les 
fonctions primes on aura (n.° jzj / = mX m ~ ' X' ; donc, divisant cette 

/ y m V 

équation par la précédente, on aura — zzz—^-, savoir X/ - mXy — o, 

équation dérivée du premier ordre où la puissance X m ne se trouve plus , 
et qui dans cet état est bien plus commode pour développer la valeur y 
en série , par la méthode usitée des coefficiens indéterminés. 
En eflèt , si l'on a , par exemple , 

Xz= a -+- bx -+- c x* -+- </a j -+- &c. , 

et qu'on suppose 

y se A — f- Bx -+— Cx 1 Z).v' H— &c. ; 

on aura , en prenant les fonctions primes , 

X' — b -t- 2 c x -+- 3 d x* -h- Sec. , 
/ = B-+-zC\-+- 3 Dx* -f- Sic. ; 

donc , substituant et réunissant les termes affectes de la même puissance 

de a , on aura 

aB — mbA H- [za C-\- bB — m(z cA H— bBJ]x . 
-+- [jiD -t- zbc-f-cB — m(i dA H- zcB-+-6CJ]x* 
-+- &.c. = o, 

G 9 
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équation qui devant être identique, c'est-à-dire avoir lieu quel que soit x, 
pour que l'expression supposée de y soit vraie, donnera autant d'équations 
particulières qu'il y a de différentes puissances de x , et on tirera de ces 
«Équations 

, ( ni— x)bB 



ym<tA-+- (xn+- \) c B -h (m — z) bC 
&c. 



On aura ainsi successivement tous les coèfEciens B , C, D , &c. par dès- 
formules dont la loi est visible , et qu'on pourra par conséquent continuer 
aussi loin qu'on voudra. 

Mais le premier coefficient A demeure indéterminé ; il faut , pour le , 
déterminer , recourir à l'équation primitive y = X" ; faisant x = o , oiv 
a, d'un côté, Xz=za, et, de l'autre, y=.A\ donc A =z d*. 

$6. On peut de même, par les fonctions dérivées, faire disparaître les 
logarithmes , les exponentielles , et les sinus et co-sinus. 

En effet, si y z=z /. X r on aura l'équation du premier ordre y' X 
— X = o ; si y e x , on aura celle-ci , / — X'y — o ; mais pour 
faire disparaître les sinus ou co-sinus , il faudra aller à une équation w 
du second ordre. 

Soit donc y •=. sin. X, X étant toujours une fonction quelconque de x, 
en prenant les fonctions primes , on aura ( n.° $2 ) y' — X' cos. A', et,, 
prenant de nouveau les fonctions primes, y = X" cos. X — X' 1 sin. X; 
donc , éliminant de ces trois équations sin. X et cos. X, on aura cette* 
équation dérivée du second ordre , 

X*f — X"y'-*-X , *y = o, 
où il n'y a plus de transcendantes ; on trouvera la même équation e*> 
faisant y zzz cos. x. 

Si donc on fâit ici pour X et y les mêmes substitutions que ci -dessus 
(«.* jf ) , et qu'après avoir ordonne" les termes suivant les puissances 
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de x, on égale à zéro la somme de tous ceux qui se trouveront multi- 
pliés par la même puissance de x , on aura autant d'équations particulières 
qui serviront à déterminer les coèfficiens indéterminés de l'expression 
supposée dey par les deux qui précèdent. A l'égard des deux premiers, ils 
demeureront indéterminés ; mais il faudra les déterminer de manière que 
l'équation primitive et l'équation prime aient lieu en faisant x z=z o. Or , 
l'équation j=sin. A" devient alors /4=sin. a, et l'équation /= X' cos. X 
devient Bz=.b cos. a. 

5 7. Non-seulement l'équation dérivée du second ordre que nous venons 
de trouver , peut servir à développer en série la valeur de sin. A'ou cos. X; 
elle peut servir aussi à trouver une autre transformation de cette valeur f 
au moyen des exponentielles. 

" Supposons , en effet , y = e v , e étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est l'unité (»,* 20) , et Kune fonction indéterminée de x t 
en prenant les fonctions primes et secondes on aura / = V'e* t y" •==, 
(V' x -f- V" Vy,et ces valeurs étant substituées dans l'équation dont il s'agit, 
on aura, après la division par la quantité e v qui en multiplie tous le* 
termes , 

x'(v u ^- v") — xry -+- x r > = o. 

J'observe qu'on peut satisfaire à cette équation en faisant V zrzmX' , 
m étant un coèfncient constant, ce qui donne V = mX" ; car substituant 
ces valeurs, l'équation se réduit à ( 1 m x JX n = o ; donc 1 -f-w* = o 
et m = V— 1 • ' 

Ainsi on aura V =r X 7 ']/' — 1 ; et de-Ià, en remontant à l'équation 
primitive , V = X — 1 H— a , a étant une constante arbitraire ; 
donc e r =ze i + xv - 1 = ^'x^ ,, - , = Ae xv ~ en faisant e' = A pour 
plus de simplicité. 

On aura donc y zn Ae Xv ~ ' , et comme le radical V^— 1 peut être pris 
également en plus et en moins , on aura également y z=z Be~ Xy ~ 1 , B étant 
une autre constante arbitraire; en effet, il est aisé de voir que chacune de 
ces deux valeurs satisfait à l'équation X'y" — X"/ H— A' 1 zzz. o; et on 
voit aussi facilement que leur somme y. satisfait encore , parce que les 
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quantités y , / , y" n'y sont ijue sous la forme linéaire. De sorte qu'on 
aura en générai * 

y = Ae XJ - l -h- Be- ,w -\ 
A et 5 étant de nouveau deux coèificiens indéterminés comme ei-de&stis. 

Voilà donc l'expression de sin. x transformée en une expression expo- 
nentielle au moyen de l'équation dérivée du second ordre. Mais pour 
que ces deux expressions soient absolument identiques , il faut encore 
déterminer convenablement les constantes A et B , ce qui se fera par la 
comparaison des valeurs de y et de y' pour une valeur quelconque de X* 
' Ainsi, puisque sin. X doit devenir nul lorsque X m o par la nature des 
sinus , il faudra que l'on ait A H— B z=z o ; de plus , / étant — X cos. X, 
et l'expression précédente de y donnant y' z=z X' y — 1 (Ae* v ~ 1 — — . 
Bt-**- k ), on aura 'cos. X = Y — I (At**~ l — Br**** ) } 
faisant X -=z o , on sait que cos. X= i ; donc Y- — i (A — B) !«• 
Ces deux équations donnent 



donc, enfin 



A = — -, et B = 



rfn, Xs^ 
cos. X— 



e xv- , _ e -xv- x 



ZV— ! 
e X* v — î ._|_ g — — ' 



expressions connues, et que nous avions déjà trouvées par une autre voie 

• (n.° 2y). 

58. Dans les exemples précédens, nous avons cherché l'équation dé- 
rivée, et nous avons ensuite déterminé par cette équation la valeur de 
la fonction primitive y. Cette dernière opération est , comme l'on voit , 
l'inverse de celle par laquelle on descend de la fonction primitive aux 
fonctions dérivées ; elle peut toujours s'exécuter par le moyen des séries , 
en employant, comme nous l'avons fait, une série avec des coèfTiciens 
indéterminés , et faisant des équations séparées des termes affectés de 
chaque puissance de a*. De cette manière, on détermine les coèftîciens 
les uns par les autres , et on a souvent l'avantage d'apercevoir la loi 
générale qui règne entre ces coèfficiens. 
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Mais on peut aussi trouver immédiatement chaque coefficient par la 
méthode îles n.** 45 et suiv.; car il n'y a qu'à chercher successivement les 
valeurs des fonctions dérivées, et si on désigne par (y) , (y' ) , ()'" ) , &c. les 
valeurs dey,y',y", &c. iorsc[ue x o , on a en général 

; = W + v f/j JL ( y") h- &c. 

Cette formule a l'avantage de faire voir la raison pourquoi il reste des 
côèfhciens indéterminés, comme nous l'avons trouvé ci-dessus. En effet, si 
on veut déterminer la valeur de y par une équation dérivée du premier ordre , 
cette équation donnera la valeur de / en .v et y , et de-là on trouvera une 
équation du second ordre en y" , /, y. x, une équation du troisième 
en /", y" , y', y, x , et ainsi de suite ; de sorte qu'en substituant successi- 
vement dans ces équations les valeurs de/, /', &ç. données par les 
équations précédentes , on aura en dernière analyse / , y" , y'" , &c. 
exprimés en x et y. Donc , faisant x = o , on aura (y'), (y ) , (y"'),!kç. 
exprimés' eu (y) qui demeurera indéterminé. 

De même si on ne fait dépendre la détermination de y que d'une 
équation dérivée du second ordre en x, y,y' et /', on en tirera successi- 
vement une équation tierce entre x , y , y' , y" , y"' , et ainsi de suite; et 
par des substitutions successives on aura en dernière analyse,^" , y" , &c.y 
donnés en .v , y, y' ; de sorte qu'en faisant x .■==. o , on aura les valeurs 
de fjrji (y'")* (f )> &c -> exprimées en (y) et (/), ces deux quantités 
demeurant indéterminées ; et ainsi de suite. 




indéterminées sont constantes , puisque ce sont les valeurs de y, y', y ,&c. 

. - •. >J r .f :\. . : ■ 

lorsque x = o. • ' 

* • • • 1 " I « .i 

■ . • « 

59. Quoique la conclusion précédente soit fondée sur la théorie des 
séries, il n'est pas difficile de se convaincre qu'elle doit avoir lieu généra- 
lement, quelle que soit l'expression de;' . puisqu'on peut toujours regarder 
une expression en série comme le développement d'une expression finie. 
Mais comme c'est là une propriété caractéristique des équations dcrivta 
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entre deux variables , il est important de l'établir sur la nature même de 

ces équations. 

Considérons donc en généra! l'équation à deux variables F(x,yJ=o, et 
désignons simplement par F(x,y)'—o son équation prime, par Ffx,y)"=o 
l'équation seconde , et ainsi de suite, en regardant x et y comme variables 
à -la -fois. Soient a, b, c, &c des constantes quelconques contenues 
dans la fonction F(x, y), ces constantes seront les mêmes dans ies 
fonctions dérivées; ainsi , puisque les deux équations F(x,y) = o 
et F(x , y/ = o ont lieu en même temps , on pourra en éliminer une 
constante et l'équation résultante sera une équation du premier ordre 
entre x, y et /, qui renfermera une constante de moins que l'équation 
primitive , et qui aura par conséquent lieu en même temps que celle-ci. De 
même les trois équations F(x ,y) = o, F(x , >•/ = o , Ffx.yf z=. o, ayant 
lieu à -la- fois, on pourra en éliminer deux constantes*/, b ; et l'équation 
résultante sera une équation du second ordre entre x, y , / et y , qui 
renfermera deux constantes de moins que l'équation primitive, et qui 
aura lieu en même temps qu'elle; et ainsi de suite* 

Donc, puisque dans les équations à deux variables une équation du 
premier ordre peut renfermer une constante de moins que l'équation 
primitive, une équation du second ordre peut renfermer deux constantes 
de moins que îéquatïon primitive , et ainsi de suite, il s'ensuit récipro- 
quement que J'équation primitive doit contenir une constante de plus 
que l'équation dérivée du premier ordre, deux constantes de plus que 
J'équation dérivée, du second ordre, et ainsi de suite, constantes qui 
seront par conséquent arbitraires ; et il est visible en même temps 
qu'elles ne sauraient en contenir davantage , puisqu'on ne pourrait pas 
les faire disparaître toutes par le moyen des équations dérivées. 

Donc, si l'on n'a pour la détermination d'une fonction qu'une équation 
du premier ordre , ou du second , ou , &c. l'équation primitive prise dans 
toute sa généralité devra contenir une constante arbitraire , ou deux , ckc. 
" suivant l'ordre de l'équation donnée : et on déterminera ces constantes 
par des valeurs particulières données de la fonction ou de ses dérivées. 

Si donc on trouve d'une manière quelconque une équation en x et y qui 
satisfasse à une équation donnée d'un ordre quelconque , et qui renferme 

autant 
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autant Je constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans l'indice de cet ordre, 
on en conclura que cette équation sera i équation primitive de l'équation 
donnée, et pourra, dans tous les cas, être employée à la place de celle-ci. 

60. Au lieu d'éliminer à la fois les deux constantes a et b des trois 

* ■ ■ 

équations F(x , y) = o , F(x , y/ = o , F(x , y)" == o , on peut 
n'éliminer d'abord que la constante t ou a des deux premières; on aura 
ainsi deux équations du premier ordre, dont l'une ne renfermera que la 
constantes, et l'autre la constante b. Si maintenant on élimine de chacune 
de ces équations la constante a ou l par le moyen de son équation prime, 
on aura deux équations du second ordre sans a ni b , qui devront coïncider 
avec l'équation résultant de l'élimination simultanée de ces constantes , 
par le moyen des trois équations* F(x, y) =z o , F (x ; y)' == o , 
F(x, y)" — o, parce que la valeur de y que ces équations du second 
ordre donneront , et qui sera exprimée en x,y, et / sans a ni b , ne 
peut qu'être la même, de quelque manière qu'elle soit déduite de 
l'équation primitive. 

D'où r on peut conclure qu'une équation du second ordre peut être 
dérivée de deux équations différentes du premier ordre , renfermant 
chacune une constante arbitraire de plus. 

Et l'on prouvera de la même manière qu'une équation du troisième 
ordre pourra être dérivée de trois équations différentes du second ordre, 
renfermant chacune une constante arbitraire ; et ainsi de suite. 

En même temps on voit, que si pour une équation donnée du second 
ordre , on en trouve deux du premier ordre qui satisfassent chacune à 
cette équation, et qui renferment chacune une constante arbitraire a ou b, 
on en pourra déduire immédiatement l'équation primitive; car il suffira 
de chasser de ces équations la quantité./ , et l'on aura une équation en x 
et y , avec deux constantes arbitraires a et b. 

' II en sera de même pour les équations du troisième ordre ; car , si on 
trouve trois équations du second ordre qui satisfassent chacune à une 
même équation du troisième ordre , et qui aient en même temps le* 
constantes arbitraires a , b , c , on aura» en éliminant / et/ , une équation 

H 
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en x, y tt a , b, c , qui sera par conséquent l'équation primitive de 
1 équation donnée; et ainsi Je suite. 

• • . < . . . 

6i. Mais si pour une équation du second ordre on en trouve deux du 
premier ordre qui y satisfassent, et dont une seule renferme une constante 
arbitraire, alors en éliminant / on aura une équation en a et y , qui ne 
renfermera qu'une constante arbitraire, et qui ne sera pas l'équation pri- 
mitive complète de la proposée du second ordre; mais cette équation satis- 
fera également aux deux du premier ordre, puisqu'elle satisfait à celle du 
second ordre, qui est également dérivée de ces deux-ci; donc elle pourra 
être regardée comme l'équation primitive complète de l'équation du pre- 
mier ordre qui ne renferme point de constante arbitraire. D'où je conclus 
qu'étant proposée une équation du premier ordre en a\ y et /, si on en 
déduit d'une manière quelconque une équation du second , soit en éliminant 
une constante ou non, et qu'ensuite on trouve une autre e'quation primi- 
tive du premier ordre avec une constante arbitraire a, on aura par l'éli- 
mination de / entre celle-ci et la proposée, une équation en x et y qui 
contiendra la constante arbitraire a, et qui sera par conséquent l'équation 
primitive complète de la proposée. 

On prouvera de la même manière que si de la proposée du premier 
ordre on déduit une équation du troisième ordre, et qu'ensuite on trouve 
pour celle-ci une équation primitive du second avec une constante arbi- 
traire , dans laquelle la proposée ne soit pas renfermée , il n'y aura qu'à 7 
éliminer les y" et/ au moyen de la proposée, et l'on aura une équation en 
x et y qui renfermera Une constante ^rliitraire, et qui sera par conséquent 
l'équation primitive complète de la proposée; et ainsi de suite. » 

On peut appliquer le même raisonnement aux équations des ordres 

supérieurs au premier, et en tirer des conclusions semblables, i- 

... 5. i." . : • • . - .. • fc ' • , • -, ■ , , 

6i. Ainsi, si une équation du premier ordre en a-, y et/ étant donnée; 
on peut, par des opérations quelconques, la ramener à la (oxmçj{x,yJ'=zio, 
où j(x , y/ déîigne la fonction prime d'une fonction de x,y , marquée 
par f(x, y) , on aura sur-le-champ l'équation primitive/( x ,yj dans 
iaqueile a sera la constante arbitraire. 
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Par exemple , l'équation / = o donne sur-le-champ y = a; l'équa- 
tion x/ — y = o étant divisée par x 1 , se réduit à ( — - / = o : j'entends 

par ( — / la fonction prime de la quantité — renfermée entre les deux 

crochets; d'où l'on tire = a, ou bien, en divisant ia même équation 

par xy, elle devient — =0, dans laquelle les variables x, y 

y x 

ne sont plus mêlées ; prenant donc la fonction prime de chaque terme , 
on aura îy — Ix z=z la , la caractéristique / indiquant les logarithmes 

hyperboliques ; d'où l'on tire - — = a, comme plus haut. 

En général, si on peut réduire l'équation à la forme fx -+- f Fy z=r o , 
où les variables sont séparées , il n'y aura qu'à prendre les fonctions primi- 
tives de/x et de / Fy , et faire la somme égale à une constante arbitraire a; 
et la même chose aura lieu si on peut ramener la proposée à cette forme 
par une substitution quelconque. 

Soit , par exemple , une équation de la forme / ss / ( — ) ; je 

fais — = u; donc^ z= xu, / z=z xu' a; et l'équation devient par ces 

substitutions xu' —H u z=.f.u, laquelle peut se mettre sous la forme — — 

H ^ * u — o, qui est comprise dans la précédente. 

Si on avait l'équation y z=z xf. y' , au lieu de la réduire à la forme 
précédente , j'en prendrais les fonctions primes , ce qui me donnerait 

/ = *///+//, 

1 y" j'y' 

équation réductible à la forme H- -7-7 7- = o , et qui , en 

* f> - > n 

faisant / = 0 , rentre encore dans le cas précédent. Ayant trouvé ainsi 
une équation primitive entre x et a avec une constante arbitraire, c'est- 
à-dire entre x et/, on chassera / par le moyen de la proposée, et l'on 
aura une équation entre x et y avec la constante arbitraire , laquelle 
sera par conséquent l'équation primitive complète de la proposée. Cette 

* Hz 
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dernière méthode est , comme l'on voit , une application de la théorie 
du numéro précédent. 

63 . De cette manière on ramène , comme l'on voit , la recherche des 
fonctions primitives de deux variables , à celle des fonctions primitives 
d'une seule variable; mais comme on n'y parvient ordinairement qu'en 
employant pour x et y d'autres variables , comme t et a, c'est-à-dire en 
substituant pour a et y des fonctions données de / et a , il faut observer, 
à l'égard de ces substitutions , que u devenant fonction de t, x -et y devront 
ctre aussi regardés comme fonctions de /. Donc , ayant supposé y z=z fx, 
on aura , en regardant maintenant a* et y comme fonctions de t,y' = x'f'x 
( n. 0 3 j ) ; mais lorsqu'on regarde y simplement comme fonction de a, on 
a. y' =-f' x , comme nous l'avons fait jusqu'ici : donc , pour passer de cette 
hypothèse à celle où .v et y sont fonctions de / , il faut mettre à la place 

y 

de / la quantité — 

Ainsi , ayant l'équation / = F fx, y J, on commencera par la trans- 

0 

former en-~zzz Ff x, y ) , ou / — x F (x , y) , ensuite on substituera 

pour x , y, x' , y' leurs valeurs en t, u et a', où a' sera la fonction prime 
de a regardé comme fonction de t. 

De même, puisque/ est la fonction prime de /, regardé comme 

fonction de a- , il faudra substituer pour y la quantité — - , c est-à- 

/ y x" 

dire — -, .. ; et ainsi de suite. 

A X 1 

Donc , si dans une équation, au lieu de regarder y comme fonction de a, 
on voulait réciproquement regarder a comme fonction dey, alors la fonction 

prime de y deviendrait l'unité, et l'on y substituerait simplement -V 

1 

pour/, 77 pour/; et ainsi de suite. Voyez P ms Das k n «° 200 « 

64. Quant à la manière de trouver les fonctions primitives des fonctions 
d'une seule variable, comme de fx ou de f Fy , on sait que si Fx est 
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DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 6l 
une fonction rationnelle de x, on peut toujours la décomposer en diffcrens 

termes de la forme x m ou — V*t^ » • ^' tant U11 nombre entier positif, 

(a-t-bx) m r 

et a -f- h x un facteur du dénominateur de la fonction , s'il en à un. 
Ainsi la fonction primitive de Fx sera composée d'autant de termes de la 

c x m " (a+hx)— m , l(*-*-bx) . 

forme , et — ; — , ou /x et : si m = i ; et il 

m -f- I b ( i — m) o 

en sera de même de la fonction primitive de y' Fy ( n,* 32 ). 

Si Fx contient des quantités irrationnelles , on les fera disparaître par 
de» substitutions, ce qui n'est possible en général par les méthodes connues 
que pour les radicaux de la forme y (a-\- bx-\-cx x ). Quand II y a dans Fx 
des radicaux plus compliques, ou même quand il y a plus d'un radical de 
cette forme, la recherche de la fonction primitive devient impossible en 
général par les méthodes connues; et on ne peut l'obtenir que par le moyen 
des séries , &oit en faisant disparaître les radicaux par leur résolution en 
série , soit en employant la méthode générale pour le développement en 
série de toute fonction de .v f/i.' Pour cela, on supposera f'x^Fxj 
de-là on aura j" x =z F'x,f"x — F'x, &c. Donc la valeur de fx, fonction 
primitive de Fx, sera représentée ainsi , 

fx — f. +xF. -^-ïL-F", &c. , 

J J 2 2.3 

les quantités f.,F.,F'., &c. étant les valeurs de fx , Fx , F' x, &c. 

lorsque at — o , où l'on voit que /. sera une constante indéterminée. 

65. Si, pour une équation proposée d'un ordre quelconque, on 
parvient à trouver une équation d'un ordre inférieur qui ne renferme 
point de constantes arbitraires , ou qui n'en renferme pas autant qu'il 
peut y en avoir, alors cette équation ne pourra pas être regardée comme 
une équation-primitive complète, mais elle ne sera qu'un cas particulier 
de celte équation , dans lequel on aurait donné aux constantes arbitraires 
des valeurs particulières. 

Mais il y a un cas très-étendu , dans lequel il suffit d'avoir plusieurs- 
valeurs particulières de j'en x pour pouvoir en obtenir la valeur complète ; 
c'est celui où l'équation d'un ordre quelconque ne renferme les y, y ,y" , 
&c. que sous la forme linéaire. 
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Soit, en effet, proposée l'équation 

Ay -H By' -h- Cy"-{-Dy"' -H &C. = O , . 

clans laquelle A, B, C, &c% soient des fonctions données de *• seul. 
Soient p, q , r , &c. des fonctions différentes de x, qui, étant substituées 
pour v , saiiifassent chacune en particulier à cette équation , je dis <jue l'on 
aura en général 

y — ap -+- bq -f- cr —H &C, 
a, b, c, &c. étant des' constantes arbitraires; ce qui est évident: car cette 
expression de y étant substituée dans la même équation , y satisfera indé- 
pendamment de ces constantes. D'où il suit que si le nombre des valeurs 
particulières p , q , r, ikc. est égal à celui de l'ordre de l'équation pro- 
posée, c'est-à-dire à l'indice de la fonction dérivée y"' u la plus élevée, on 

aura l'expression complète dey. L'analyse du n.° 57, fournit un exemple 
de cette méthode. 

Mais il y a plus; on peut alors trouver aussi la valeur complète de y , 
qui satisfera à l'équation 

Ay -t- By' -h- Cy" -+- &c. =. X\ 
X étant aussi une fonction quelconque de x. 

Comme cette méthode est une des plus utiles dans ce genre d'analyse t 
je crois devoir l'exposer ici en peu de mots. 

66. Supposons que l'équation proposée soit du troisième ordre, on 
verra aisément que la méthode est générale pour un ordre quelconque. 
Soit donc l'équation 

Ay -H By' -H Cy" -+-/" = X, 
et soient p, q, r trois valeurs différentes et particulières dey en x, qui 
satisfassent à l'équation A y -f- B/ Cy" -\-y M z= o ; en sorte que l'on 
ait Ap -4- B p' —H C p" -+- p!" = o , Aq-^-Bq' H— Cf'-+- f — Q 
et A t> B r 1 Cr" -f- f z=. o. 

Supposons y = ap -+- bq -H cr, et regardons a, b , c comme trois 
fonctions inconnues de x qu'il s'agira de déterminer ; en prenant les 
fonctions primes, secondes et tierces dey, on aura d'abord 
/ = ap' bq' -f- c r' -\-pa' q h' -+- rc\ 



Digitized by Google 



DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 63 

Je suppose va' H— ql' -\-rd z=zo , j'aurai simplement _/=<*// — \-bq' -\-cr' . 
De-là, en prenant de nouveau les foi>ctions primes, j'aurai 

ft it f t» if f f fit t f 

y ^zzap -\-bq — H cr -\- a p -\- b q -\- c r ; 
je suppose derechef rt^'— |— b' q' — hf'/ — o, j'aurai simplement/^rfy/'— H 
bq cr" ; . d'où je tire, en prenant encore les fonctions primes, 

y =.ap -\-bq — f— (7 -±- a p -\-b q -{- c r . 
Je substitue maintenant ces valeurs de y , y' , y" et/" dans l'équation pro- 
posée; il est visible que par la nature des quantités p, q , r, les termes 
qui contiendront a, b , c se détruiront, et il ne restera que l'équation 

a' p -+- V q -f- c'r — A, 
qui étant combinée avec les deux équations supposées 

a' p -+- V q -f- c'r — o , 

a'p' -f- $V H- fV =3 o, 
servira à déterminer les trois quantités a', , c 1 , les quantités p , q, ret 
leurs fonctions primes et secondes étant connues, ainsi que la quantité X. 

Supposons donc qu'on ait trouvé a z= P, b' =z Q, e[ n R, ces quan- 
tités P, Q, R étant des fonctions connues de x , il n'y aura qu'à les 
regarder comme des fonctions primes et en chercher les fonctions primi- 
tives, qui contiendront chacune une constante arbitraire qui pourra lui être 
ajoutée. On aura ainsi les valeurs des inconnues a , b, c, qu'on substituera 
ensuite dans l'expression dey. 

6y. Lorsque l'équation n'est que du premier ordre, on n'a besoin que* 
d'une valeur p, et on peut toujours la trouver; car on a alors l'équa^ 
tion Ap-\~p' zrr o , à laquelle satisfait cette valeur p — e~ At , M étant 
la fonction primitive de A , de manière que AV =. A, et c dénotant tou- 
jours le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité ; en effet, on 
aura, en prenant les fonctions primes, 

/ = — M'e- A, =z — Ap. 
Pour les équations d'un ordre supérieur au premier , il n'y a pas Je 
mé:h >de générale pour trouver les valeurs de p , q , &c. à moins que les 
coèfficieiM À, B , C, Sec. ne soient constans. Mais, dans ce cas, il est 
abc de les trouver; car il n'y a qu'à supposer p e xX , m étant une 
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constante indéterminée, on aura p f = me"", p" = m*i", ckc. ; donc 
l'équation 

, Ap H- Bp -+- Cp" Dp'" -f- &c. =z o 

deviendra 

A H— B m {7/h* — f- Dm* -f- &c. 0 , 
laquelle sera, généralement parlant, d'un degré égal à l'ordre de l'équation 
proposée. Elle aura donc autant de racines qu'il y a d'unités dans ce 
degré; et si on désigne ces racines par m , 11 , ckc. on aura p — e M " , 
fj — è", &c. ; de* sorte que dans ce cas la difficulté est réduite à la réso- 
tion des équations, 

68. On peut souvent rendre linéaires des équations qui ne le sont pas, 
par le moyen des substitutions ; et comme cette transformation est toujours 
avantageuse, voici deux cas très-étendus où elle réussit : 

Le premier est celui de l'équation y = xfy' -h- F/ ' , qui est plus générale 
que celle que nous avons traitée ci-dessus (n,° 6i>). J'en prends d'abord 
les fonctions primes , j'ai 

je fais / = 1, et par conséquent / = j'ai 

équation du premier ordre en x et z, où z est censé fonction de x. 
Maintenant je regarde x comme une fonction de £/ il faudra mettre— V 

"à la place de f z' (tu 0 6 $) , et il viendra l'équation 

*f Z -H ffl — l) * ' F ' Z 0 ' 
qui est , comme l'on voit , du premier ordre et linéaire en x. On pourra 
donc , par la méthode précédente , en trouver l'équation primitive en * 
et z> ma ' s ta proposée par la substitution de /, au lieu de 3, devient 
v = xfz-+- Fz» éliminant donc z de ces deux équations, on aura une 
équation en .v et y , qui sera l'équation primitive de l'équation proposée. 
Le second cas est celui de l'équation / My l -H A r z= o , M et N 

étant des fonctions de x, Ici je fais y zzz-^-, ce qui donn%/ = — • 

i 1—— ; substituant ces valeurs et multipliant par Mz, 

M'C M *i 

j'équatiori 
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l'équation devient 

qui est, comme l'on voit, du second ordre, mais linéaire par rapport à 3. 

Supposons qu'on ait trouvé d'une manière quelconque deux valeurs 
particulières de y en x, c'est-à-dire sans constante arbitraire, que nous 

dénoterons par p et q. Pour la valeur p on aura ^ = p , d'où l'on 

tire 1 z= e F , en dénotant par P la fonction primitive de pM; on aura de 
même pour la valeur q , 1 =■ , Q étant là fonction primitive de qM. 
Ayant ainsi deux valeurs particulières de 3, on aura la valeur complète 
(11.' 6 y ) % — ae p -H 6e Q ,attb étant deux constantes arbitraires ; donc , 

puisque^ = -^-et que F t=.pM, Q' = qM, on aura cette valeur 
complète de y, y = - ? pe u f ^ — , c'est-à-dire en faisant = c, 
y = — - — , ou c est la constante arbitraire. 



ce 



Par exemple, si N z=z — mM, m étant une constante , il est aisé de 
voir que l'on satisfera à la proposée en y, en faisant / = Y m; donc, à 
cause de l'ambiguïté du radical , on aura p = V m , q =3 — Y m ; 
donc , nommant L la fonction primitive de M, on aura P = L Y m, 
Q=z — L V m, et la valeur complète de y sera 1 



1 +fr ,i/ " 



Au reste , dans ce cas , l'équation proposée peut se meftre sous la forme 

v' 

y _ w — H M =z o , où les variables x et y sont séparées , et dont on 

peut trouver l'équation primitive , comme nous l'avons montré plus haut 
(n." 62 , 64). 

69. Lorsque l'équation proposée n'est pas linéaire en y, y', y", &c. , 
ou quelle n'est pas comprise sous la forme précédente, je ne connais 
aucune méthode générale pour compléter les valeurs particulièrés de y 
qu'on aurait trouvées ; mais on y peut toujours parvenir par le moyen 
des séries. 

I 
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Supposons en effet que pour une équation du premier ordre en x, y 
et y, la valeur complète de ^ soit f(x, <i) , a étant la constante arbitraire. 
En donnant à a une valeur particulière h, la quantité f( x, a) deviendra 
une valeur particulière de y, que nous nommerons p, et que nous suppo- 
serons connue d'une manière quelconque. Faisons maintenant a^z/i -\- i, 
et développons la fonction f(x, h -f- / ) en série ascendante suivant les 
puissances de /, le premier terme seraffx, /ij=zp , et les autres termes 
seront de la forme qi-\-ri x &c, q, r , &c. étant des fonctions de x. 
Si. on substitue cette expression de y dans léquation donnée du premier 
ordre, il faudra qu'elle se vérifie, indépendamment de la constante / qui 
doit demeurer arbitraire. 

Soit donc y' rz: F (x , y) l'équation du premier ordre, à laquelle satisfait 
ia valeur particulière y^=p, on aura, d'après cette condition,^' z^z Ffx, pj. 

Substituons pour ^ la série p — |— iq -\- i'r -+- &c. , et développons aussi 
la fonction F(x , y) en série suivant les puissances de ;', si on dénote sim- 
plement par F' (y), F" (\) , &c. les fonctions primes, secondes, &c. 
de F(x, y) prises relativement seul, et qu'on fasse, pour abréger, 
ozzzz iq-\- îV-H&c, on aura, par la théorie exposée plus haut, sur le 
développement des fonctions, 

F(x,y)z=i F(x , p) -\- o F' (p) H — F"(p) -H &c. 

D'un autre côté on aura, en prenant les fonctions primes, y zzzz p' -\-q'i 
—H r'/V H— &c. ; donc, substituant ces valeurs dans l'équation du premier 
ordre, et ordonnant les termes suivant les puissances de /, on aura, ù cause 

de / = F(x ,p ) , ' V -H &c. = / q F (p) H- /' [r Fi (p) -4- 

F" (p)] -H&c.; d'où l'on tire, par la comparaison des termes affectés 
des mêmes puissances de / , les équations suivantes 

q' = qF(p), r> = rF'(pJ-+-^-F»(pJ, &c. f 

qui serviront à déterminer successivement toutes les inconnues q , r , &c. 

Comme les quantités F' (p) , F" (p) &c. sont des fonctions données 
de x , il est visible qu'on n'aura pour ces inconnues que des équations 
linéaires du premier ordre ; susceptibles de la méthode du n.° 6y ; il ne sera 
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pas même nécessaire d'avoir les valeurs complètes de q , r, Sec, il suffira 
d'avoir des valeurs quelconques qui satisfassent à ces équations de condition.. 

Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités q , r , s , &c. on aura 
cette valeur complète dey, y —p-+- 'tq -\~ /V-f- &c, dans laquelle / sera 
la constante arbitraire qui manquait à la valeur particulière y — p. Cette 
valeur sera à la vérité exprimée par une série , mais la convergence de 
cette série ne dépendra que de la valeur de la constante /. 

Cette méthode est aussi applicable, avec l'extension convenable, aux 
équations des ordres supérieurs au premier; mais les équations qu'on 
trouvera pour la détermination des fonctions inconnues, seront du même 
ordre , et par conséquent on ne pourra trouver en général les valeurs de ces 
fonctions que dans le cas où les coèfficiens seront constans. 

Au reste, celte méthode est le fondement des solutions des principaux 
problèmes de la théorie des planètes. Cqmme les excentricités et les incli 7 
naisons , qu'on doit regarder comme des constantes arbitraires , sont lort 
petites, et que l'effet des attractions est aussi très- petit, le cercle fournit 
d'abord des valeurs particulières , et on complète ensuite ces valeurs par des 
séries qui procèdent suivant les puissances de ces constantes très-petites* 
Voyez sur-tout la Théorie de la Lune tfEuier, 1 : • r« 

70. Nous avons supposé que la fonction F(x, y) pouvait toujours, 
far la substitution de p qi -h- ri* -4- &c. à la place dey, $e développer 
en une série ascendante suivant les puissances entières de i; mais comme 
cette série résulte du développement d'une fonction de y -H 0 , en donnant 
■a y une valeur partie ulière/?, il s'ensuit de la théorie que nous avons donnée 
ci-dessus fti." 40 ) , que ce développement pourrait contenir des puissances 
fractionnaires ou négatives de 0 , auquel cas la série dont il s'agit , con- 
tiendrait nécessairement de pareilles puissances de A Alors la série qui doit 
représenter la valeur de y pourra ne plus avoir la môme forme ; mais 
comme y —f{x , a), et qu'on suppose a — h -4- h et p ~=:f(x , h) , le 
premier terme sera toujours p , et le second pourra encore être supposé 
de la forme qi; car s'il était de la forme qi", n étant un exposant quel- 

conque, il n'y aurait qu'à substituer r à la place* de et supposer que à 

I 2 
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devienne h -4— ï* t ce qui est indifférent, puisqu'on regarde ;' comme une 
constante arbitraire ; mais les termes suivans pourront être de la forme 
r/"— f- si' -f- &c. , où m devra être > i , ti> m , &c. par l'hypothèse. 

Substituant donc dans F(x,y) poury la série p— f- qi-\—ri m — f-^j"— h- 8cc, 
et développant suivant les puissances ascendantes de /, on aura une série 
de cette forme F (x, p) H"- Pi* -4- Q} —f— &c. , fx, étant différent de 
l'unité, r> /a, &c. , et P, Q étant des fonctions données de x. Donc 
l'équation , y) deviendra, par ces substitutions , 

,y h_ r / -f-r y -h &c. ztzPf Q t &c 

laquelle devra se vérifier indépendamment de la valeur de /. 

Donc, si ,o.> i , on pourra faire ^— o , m et r 1 zzz.P , ensuite n rrr r, 
/ = Q,&c. Ainsi on aura d'abord 7:1=: à une constante, ou plus simplement 
q zzz i ; ensuite, comme P ne dépend que de q et de x, on trouvera la valeur 
de r en prenant la fonction prime de /\* et ainsj de suite. 

71. Mais si fx. < 1 , alors il sera impossible de satisfaire à l'équation, de 
manière que / demeure une constante arbitraire; et l'on devra en conclure 
que la valeur particulière p ne pouvant pas être complétée ainsi , ne saurait 
être contenue dans l'expression générale f(xj a) qui représente la valeur 
complète de y. 

Maintenant il est visible que, quel que puisse être le premier terme Pif* 
du développement de F(x, y) , par la substitution de p -f- qi -f- r f -+- &c. 
à la place dey, il ne peut venir que des termes p qi , de sorie qu'il sera 
le même que si on substituait simplement /> -+-; qi à la place dey. Donc aussi 

le développement de T'Y*, par la substitutiou t\e p -4- » à la place de y, 

v .- 

sera F(x, p) h r -- * - & c -i donc, puisque la série résultant de ce 

développement contient un terme affecté de </* où est > o et < 1 , il 
s'ensuit de la théorie donnée (n. 0 41 ) , que la fonction prime F' (y) devra 
devenir infinie lorsque y p= p. 

De-là on tire cette conclusion , que la valeur particulière p ne pourra 
pas être contenue dans l'expression complète dey, si cette valeur rend la 

fonction F' (y) infinie , c'est-à-dixe la fonction / nulle. 
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Réciproquement donc l'équation f , = o donnera toutes les valeurs 

de v, qui, pouvant satisfaire à l'équation/ = F(x , y) , tomme valeurs 
particulières, ne seront pas renfermées dans la valeur complète. On pourra 
appeler ces valeurs, valeurs singulières, pour les distinguer des autres; et, 
en général , on pourra appeler équation primitive singulière , toute équation 
en x et y qui satisfera à une équation du premier ordre entre x, y, et /, 
ou à une équation d'un ordre supérieur , et qui ne sera pas comprise dans 
l'équation primitive complète, c'est-à-dire, qui ne sera pas un cas particulier 
de cette équation. 

■ 

72. Nous venons de voir qu'il y a une espèce d'équations qui peuvent 
satisfaire à des équations d'un ordre supérieur, et qui ne satisfont pas aux 
équations d'où celles-ci peuvent être dérivées , parce qu'elles ne sont pas 
renfermées dans les équations complètes d'un ordre inférieur à celles-ci. 
Ces équations ne forment pas une exception à la théorie générale exposée 
plus haut (n.° jpj ; mais elles résultent d'une considération particulière 
dans la manière dont les équations d'un ordre supérieur sont dérivées par 
l'élimination des constantes. En effet , on y a vu que les deux équations 
F(x , y) = o et F(x, y)' ■=. o , donnent , par l'élimination d'une cons- 
tante a, une équation dérivée du premier ordre entre x, y , et y' , dont 
F(x , y) z=z o sera l'équation primitive. 

Or, il est évident que le résultat de cette élimination serait le même, si la 
quantités, au lieu d'être constante, était une fonction quelconque de .v; mais 
dans ce cas la fonction prime de F(x, y) ne serait plus simplement F(x,y)' , 
elle contiendrait de plus une partie provenant de la variation de a ; et si on 
désigne par / '(a) la fonction prime de F(x , y) , prise relativement à la 
variables, on aura a' F' (a) pour la partie dont il s'agit, a' étant la fonction 
prime de a regardé comme fonction de x (n.° j/J. 

Ainsi , dans le cas où a serait fonction de * , l'équation prime de 
* F(x,y) = o serait F(x , y)' -f- a'F'faJ z=z o ; donc , pour qu'elle se 
réduise à F(x , y/ = o , comme dans le cas de a constante, il faudra que 
ion ait F' (a) = o , équation qui servira à déterminer la valeur de a , et 
qui n'est autre chose, comme l'on voit, que l'équation prime de l'équation 
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primitive prise relativement à <j. D'où il s'ensuit que si on substitue cette 
valeur de a dans 1 équation primitive F( x, y/ rr O, on aura une équation 
en .v et y, qui satisfera également à 1 équation du premier ordre, et qui ne 
sera pas renfermée dans 1 équation primitive où a est la constante arbitraire. 

On pourra appliquer la même théorie aux équations des ordres supé^ 
rieurs, et ea déduire des conclusions semblables. 

73. Pourvoir maintenant si l'équation qui résulte de cette considéra- 
tion est la même chose que l'équation primitive singulière, déduite de 
l'analyse du numéro 71; supposons, comme plus haut (n.° 6pJ, que 
l'équation du premier ordre soit réduite à la forme/ = F(x,y), et 
que son équation primitive complète soit y z=:ffx, a) , a étant la cons-. 
tante arbitraire. Pour en déduire l'équation primitive , où a est variable , 
on prendra l'équation prime , relativement à a seul ; et si on désigne par 
p (x, a) la fonction prime deffx, a) prise relativement à a, on aur^ 
0 (x, n) — o; d'où l'on tirera a, qu'on substituera dans / (x, a) , et 
l'on aura une valeur particulière dey, qui satisfera aussi à la proposée 
du premier ordre. Nous appellerons p cette valeur particulière, comme 
dans le numéro cité. 

Maintenant, puisque la valeur complète f (x, a) de v doit satisfaire \ 
l'équation y =. F(x, y), quelle que soit la constante a, il s'ensuit qu'en 
Lhx.n cette substitution, l'équation résultante/ 1 (x, a) zzz F[x, f {x, <ij] 
devra avoir lieu , quelle que soit la valeur de a. Par conséquent son 
équation prime , prise relativement à a , regardée comme seule variable, 
devra avoir lieu aussi , quelle que soit la valeur de a (n.° 3 3). 

Puisque /' (x , a) est la fonction prime deffx, a) prise relativement 
à a, la fonction prime de celle-ci, prise relativement à a, sera donc la 
fonction seconde deffx, a) , prise d'abord relativement à x , et ensuite 
relativement à a, laquelle est la même chose, comme nous le démontrerons 
plus bas (n* 86 ), que la fonction seconde de f(x,a) t prise d'abord 
relativement a a, et ensuite relativement à x. Ainsi ayant désigné par 
ç(x, a) la fonction prime de f (x , a) par rapport à a, on aura %' (x, a) 
pour la fonction prime de/' (x. a), prise également par rapport à a. les 
traits appliqués aux caractécistes /et <p ne se rapportant qu'à la variable .r. 
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A l'égard de ia fonction F [x, f(x, a)] , comme elle résulte de la 
substitution deffx, a) à ta place de y dans F (x , y) , sa fonction prime , 
relativement à </, jera exprimée par F' (y) x $(x, a) , (n.° j/J , puisque 
nous avons déjà designé par F (y) la fonction prime de F (x,y) relative- 
ment à v, et par <p (x, a) la fonction prime deffx, a) ou y, relativement à a. 

Donc l'équation prime de l'équation f (x, a) = F(x,y), prise relati- 
vement à a, sera ç' (x, a) = F' (y) x <ç(x, a) ; d'où l'on tire F (y) 

. . 1 (x.a) 
9 (x, a) 

Or, nous venons de voir que pour avoir la valeur particulière p, il 
faut substituer dans/ (x, a) la valeur de a, tirée de l'équation <p (x, ci) =3 o. 
Dénotons par X cette valeur de a , qui sera une fonction de x , on aura 
<p (x, a) z=. V ( X — a /*, jn étant > o, et V étant une fonction de .v, 
qui ne deviendra ni nulle ni infinie lorsque a = X; on tirera de là 
4(x,«) = V (X — a) m H— mVX'(X—a) m -\ Donc on aura. 

^^^^ 

Mais y devient p lorsque a = X; donc -F' deviendra infini lorsque 
y z=. p, comme dans le cas du n.° 71. Ainsi les deux méthodes des 
n. M 71 et yx conduisent aux mêmes résultats et donnent les mêmes valeurs 
singulières ; mais la seconde a l'avantage d'être plus directe et de donner 
la vraie métaphysique de cette espèce de paradoxe. 

74. Supposons, pour donner un exemple, que l'équation primitive soit 
x* — 2ay — a 1 — b* = o, en prenant les fonctions primes , on aura 
l'équation prime x — a/ — o ; éliminant a par le moyen de l'équation 
primitive , on aura l'équation du premier ordre 

x — [ — y /<y h— f — rjy = 0 , 

dont celle-là sera l'équation primitive complète, a étant la constante 
arbitraire. 

Maintenant si on prend la fonction prime de la même équation 
x* — zay . — a — b l = o, relativement à la quantité a regardée 
comme une fonction de x, on aura — 2 (y -+- a) d = 0 , ce qui donne 
y -f- a = o , a = — y; et substituant cette valeur dans l'équation 
dont il s'agit, on aura a* / — b 1 = o. 
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Cette équation satisfera par conséquent aussi à fa m£me équation cîu 
premier ordre , ce qui est aisé à vérifier ; car elle donne y'~ z=z b 1 — x~ 
et y y' — — x, valeurs qui étant substituées dans la quantité 

* *+■ y y' — y'V(* f — b x ). 

la rendent identiquement nulle. Ce sera donc l'équation primitive singulière. 
En effet, suivant la théorie du n.° 7 1, on aura dans le cas présent , 

x 

F /y y) - 

- J H- V(x' + y' — b 1 ) ' 

et p — V(b % — x % )i donc en prenant les fonctions primes relativement 
à / seul , on trouvera 

f / v ) - - f 

(// ~~- [ — y -H V(m* h- / — yj ] /(*> -+- y* - ' ' 

quantité qui devient infinie , comme l'on voit , par la supposition de 

y = p = V(& — A-V. 

75. Supposons maintenant que l'on ait l'équation du premier ordre 
y' zzz Fy , et que la fonction Fy de y soit telle qu'elle devienne nulle 
lorsque y est égal à une constante donnée b ; il est visible que cette valeur 
de y satisfera à l'équation ; car y = b donne aussi y' ■=. o. On demanJe 
si cette valeur de y est une valeur particulière comprise dans la valeur 
complète, ou bien si ce n'est qu'une valeur singulière. On prendra la 
fonction prime de Fy , et si F' y devient infini lorsque y = b, la valeur b 
ne sera qu'une valeur singulière , sinon elle sera une valeur particulière. 

Soit Fy — K(y — b)'", m étant > o et AT une constante , on aura 
fy z=z mK (y — b) m ~* , quantité qui devient infinie lorsque m< 1 ; 
donc la valeur y z=z b sera une valeur singulière si m > o et < 1 , et 
une simple valeur particulière si w = ou > 1 . En effet , l'équation 
y = K(y — b) m étant divisée par (y — b) m et mise sous la forme 
(y — b)~ m / — K = o , a pour équation primitive 

0 - ir " Kx — a , 

1 — m 

a étant la constante arbitraire; d'où l'on tîre^y z=z b -+- [ (m — \) 

1 

(a -H Kx) ] » - - . Donc pour que l'on ait y = b , il faudra que la 

quantité 
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quantité (a kx ) devienne nulle. Or , si m > O et < 1, 

l'exposant — ^ ■ sera positif, par conséquent il sera impossible de 
donner à une valeur qui fasse évanouir la quantité dont il s'agit. Mais 
si m > i , aiors l'exposant - ~ - devenant négatif , la quantité 

1 

(a -f- kx) » — deviendra nulle lorsque a sera infinie ; car faisant 



— 1 



a — cette quantité deviendra ; , laquelle 

(1 -t- kcx) m - ' 

devient zéro lorsque c rrr o. 

La même chose a lieu lorsque m z=z 1 ; alors l'équation primitive 
contient des logarithmes ou des exponentielles; car on a/ = K(y — b) , 

et divisant par/ — b , * AT = o , dont l'équation primitive 

est 1 (y — b) — Kxzzzla, d'où l'on tire y — b -+- ae K ', e étant le 
nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité , et a la constante 
arbitraire. Ici il est évident qu'en faisant a égal à zéro, on aura/ z=. b. 
Supposons encore Fy = \^Y, Y étant une fonction de /qui devienne 

Y' 

nulle lorsque y = b , on aura F' y = ~^Jy ' '^ onc ' P uisc l l,e * devient 

nul lorsque/ = b, si Y' ne devient pas nul en même temps, F' y deviendra 
aiors infini, et la valeur y = b ne sera qu'une valeur singulière. Donc, 
pour que cette valeur soit une simple valeur particulière, il faudra que Y' 
devienne nul en même temps que Y, en faisant Y == b. 

y 6. Par les principes que nous venons d'établir à l'égard des constantes 
arbitraires , on voit que ces constantes forment la liaison entre les équations 
primitives et les équations dérivées : celles-ci sont par elles-mêmes plus 
générales que les équations d'où elles dérivent, à raison des constantes 
qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu ; elles équivalent proprement 
à toutes les équations primitives qui ne différeraient entre elles que par les 
valeurs de ces constantes. 

K 
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On peut Jonc toujours passer d'une équation regardée comme primitive, 
à une de ses dérivées d'un ordre quelconque , et réciproquement revenir 
de celle-ci à celle-là, pourvu que cette dernière opération introduise 
toujours des constantes arbitraires , et qu'on ait soin de déterminer ces 
constantes, d'une manière conforme à l'équation primitive, comme nous 
en avons déjà donné des exemples (n.° et suiv.J. Avec cette attention, 
on pourra employer dans l'analyse les opérai ions relatives aux fonctions, 
comme on y emploie les opérations ordinaires d'algèbre. 

Ainsi, ayant une équation en x et y, on pourra immédiatement en 
déduire des équations dérivées d'un ordre quelconque ; mais pour revenir 
de celles-ci à une équation en x et y, il faudra tenir compte des constantes 
arbitraires , et les déterminer de manière que les valeurs de y et de ses 
dérivées y' , y" , &c. soient les mêmes pour une valeur donnée de x , 
comme X = o , que celles qui résultent de l'équation donnée. 

Si l'équation proposée n'était que du premier ordre en x, y , /, alors 
cette équation ne pouvant fournir que les valeurs de /,/', &c. en x t\ y , 
ces valeurs , pour x = o , contiendraient la valeur indéterminée de y ; 
par conséquent les constantes arbitraires dépendraient alors de cette valeur, 
qui serait elle-même une constante arbitraire; de sorte que dans ce cas 
toutes les constantes arbitraires se réduiraient à une seule. Elles se réduiraient 
à deux , par la même raison , si l'équation proposée était du second ordre 
en x , y , y' , et/; et ainsi de suite. 

77. Pour faire mieux sentir l'esprit et l'usage de ces opérations , nous 
allons les appliquer encore à quelques exemples qui serviront en même 
temps d'exercices de calcul. 

Soit proposée la série 

m mfm-*-\) . m (m -+- 1 ) (m ■+- 2) 
1 H x H -. ~ .v 1 -4- — ' f- at j -+- &c, 

dont on demande la somme. 

Supposons- la égale à y, en sorte qu'on ait une équation en x et y ; 
je multiplie cette équation par a" — ' , ce qui donne 

_ , . tn m ( m -+- t ) ... 

rx. =x H x»H \ y - a. &c. 

* « n (n ■+■ 1) 
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Je prends les fonctions primes de tous les termes , j'ai 
/**-' ■+- (n — ijyx"-' — (n — i ~ * -H m x* ~ ' 

M n (h -t- i J 

où l'on voit qu'il a disparu un facteur du dénominateur de chaque terme. 

Je multiplie maintenant l'équation précédente par m — n, j'ai celle-ci: 
y' x ' f// — 1 Jyx : " ~ 1 = (n — i)x m ~ l H— mx m ~ * 

Je fais le premier membre = // f// étant la fonction prime de et je 
prends l'équation primitive , j'ai 

r m — 1 n n (11 —h i J 

Je n'ajoute point de constante arbitraire ici , parce qu'elle peut être censée 
renfermée dans p. 

. Maintenant , en comparant cette nouvelle série avec la proposée qu'on 

a supposée égale ày, il est visible qu'on aura l'équation p = — ~ 

m — 1 

x m ~ ' x m y ; prenant les fonctions primes , et substituant pour p' sa 
valeur /x""~ ' -4- (n — 1 )yx m ~~ 1 , on aura cette équation du premier 
ordre linéaire en y, 

(n — t ; / - 1 -h // 4. /„ / " = / /" ' (n — ijyx m ~* t 
laquelle se réduit à cette forme, 

n — \ — mx. n — t 



/ n — 1 — mx 



X(l -X) 

Cette équation étant susceptible de la méthode du n.° 6y , on pourra 
donc trouver la valeur de y en x , qui sera par conséquent la somme de 
la série proposée. Mais cette valeur devra contenir une constante arbitraire, 
qu'on déterminera de manière que y soit = 1 , lorsque x — o , commç 
il résulte de la série donnée. 

Si la série n'avait contenu que des facteurs simples , comme 

m » -+- 1 . /n -+- 2 
I -i X H x H *' -f- &c. . 
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on eût trouve , par les mêmes opérations , 

p — "~ ' x m - ' -4- x m -+- V* 1 -f- x""** H- &c. 

r m — i 

Ôr , on sait que i+^ + Z+k z=z — - /donc on aurait, dans 

ce cas , 

P = S- ■+- -i- ; 

' m — i t — x 

prenant les fonctions primes , et substituant la valeur de p' , on aurait 

y' x m - 1 (n — i )yx m ~ 1 — (n — \) x n ~ 1 h h 



savoir , 

, fa — î^j> n — i m jt 

équation également linéaire du premier ordre. 

Cette méthode s'applique à des séries plus compliquées , et peut conduire 
ù des équations linéaires d'un ordre supérieur au premier. J'ai cru devoir 
au moins l'indiquer , étant presque la seule méthode générale pour U 
sommation des suites. 

78. Soit maintenant proposée l'équation 

y = Àx Bx* -+- x\ 
dans laquelle on demande l'expression de x en y. Cette expression peut 
.s'obtenir par la formule connue pour la résolution des équations du troisième 
degré; voici comment on y peut parvenir par la théorie des fonctions. 

En prenant les fonctions primes et secondes, on aura 

y' = A -H iBx -+- 3.V 1 , / = 2B -f- 6x; 
sî donc je forme la quantité y ( m -+- nx) y' -+- (p -+- qx H- , 
où m , n , p . (j , r , sont des coefficiens arbitraires, j'aurai un quatrinome qui 
contiendra les puissances x , x* et x* , et je pourrai faire évanouir les 
termes multipliés par chacune de ces puissances ; j'aurai ainsi une équation 
du second ordre de la forme^H— (ni H— nxjy' — f- (p — f— tix-\-rx x )y* z=z C, 
où Csera une qviantité constante; et cette équation renfermera encore deux 
coèfiîciens indéterminés. 

Je pourrai donc encore faire en sorte qu'étant multipliée par 2/ , elle 
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ait une équation primitive ; car, pour cela, il suffira de faire y = 1/»; 
r = n , et l'équation primitive sera 

ï~ "+~ (p H- 2m x —H rix 1 Jy' x = zCy -+- 0; 
<i étant une constante arbitraire, qu'on déterminera , comme nous l'avons 
dit, en supposant .v =0, et mettant pour y et y' , leurs valeurs tirées 
de l'équation proposée. Or , elle donne , dans ce cas , y = o , / = A ; 
donc , faisant ces substitutions dans l'équation précédente , elle donnera 

zpA 1 = a. 

r ....... 

Ainsi on aura cette équation en y, du premier ordre, 

y 1 —H ( p —H 2 m x —\— nx x )f z= 2 Cy p A\ 
où x ne monte qu'au second degré ; circonstance sans laquelle on n'aurait 
rien gagné pour la détermination de x en y. 

Mais avant d'aller plus loin, il faut satisfaire aux conditions nécessaires 
pour que la quantité y -+- (m -\- 11 x) y' -+- (p -H 2 mx H- nx x )y" , après 
la substitution des valeurs de y, y',y" , devienne égale à une constante C. 
Cette substitution donne la quantité Ax -H Bx % -H— x 1 (m -\- nx) 
(A -4- 2 Bx -H 3 *V -+~ (P -+- aw * H- nx x )(2B ùxjt 
développant, ordonnant les termes suivant les puissances de x , et égalant 
à C le terme sans x, et les autres à zéro , on aura 

m A -H 2pB — C, (\ n) A -h- 6 w Z? — t— 6 p z=i o , 
fi H- 4 £ -H 15 « = o, 1 = o, 

d'où l'on tire n — — 4 , m = — ,/» = - ~ 4 ^ 

-7 

Retenons , pour plus de simplicité , les quantités p et et substituons 
celles de m et n dans l'équation ci -dessus, elle deviendra, en tirant la 
valeur de y', 

y — x b " * 

Il faut maintenant en déduire l'équation primitive en x et^; mais pour 
éviter les imaginaires , on doit distinguer deux cas , l'un où les radicaux 
sont réels, l'auue où ils sont imaginaires; car puisque toute valeur réelle 
de x donne pour / et f des valeurs réelles , il est visible que les deux 
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radicaux de l'équation précédente seront réels ou imaginaires ensemble. 

Supposons donc en premier lieu que y (p A 1 -+- 2 Cy — soit une 
quantité réelle , il faudra donc que p A 1 -H C l > (y — C) 1 ; par conséquent 
on pourra supposer y — C l z= \C( p A 1 C 1 ) sin. z> ce qui donnera 
l/(pA l -h 1 C y — y 1 ) = V (p A* -+- C x Jcos.z, et prenant les 
fonctions primes f -zzz V (p A 1 C') z' cos. z (tu. 32) ; substituant ces 
valeurs dans l'équation précédente, elle deviendra, en divisant par 3, 
, % — i z' 

3 • : . 3 
et l'on trouvera.de la morne manière que cette équation donne celle-ci , 

qu'on peut vérifier aisément, 

3 9 3 

et étant une constante arbitraire, qu'il faudra déterminer en sorte que 

x z=: o donne y = o, conformément à la proposée. Soit a la valeur de z 

lorsque y z=. o , on aura donc les deux équations 

— Cz=z V(pA x -*~ C) sin. et , et — z=]/{ 9p -ï-— ) sin. (— -4- <tj, 

' 3 9 3 

par lesquelles on déterminera d'abord a, ensuite «. Après quoi on déter- 
minera 1 par l'équation 

y - C / » 
sin. 2 — — f> ^_ ^ , 

et l'on aura 

x =z - I- /fc/P H sin. (~- 

Et comme au même sinus de z répond aussi l'angle 1, augmente d'une 
bit de deux circonférences, on aura les trois valeurs de x, en prenant 
pour 1 ces trois valeurs z, £ -W, z —H- % c , c dénotant la circonférence 
du cercle. 

C'est le cas qu'on appelle irréductible , et où les trois racines sont réelles. 

Supposons en second lieu que le radical Y(pA x -+- 2 Cy — f) soit 
imaginaire, il n'y aura qu'à multiplier le numérateur et le dénominateur 
de l'expression de / par V( — l) t et l'on aura 

lV( - P A> - zCy -+• y'J 

y — — 1 7ii — ; 

*i - 9P •— * * x ) 
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quantité toute réelle. 

Ici j'observe que si on fait 



Y = — C H- y -f- Y( — fA % — iCy -4- >V , 
et qu'on prenne les fonctions primes , en regardant toujours y comme 
fonctions de x , on aura 

X ~ ay- <>/> h- -^L x -f- *y-\ • 

de sorte qu'on pourra réduire l'équation précédente à cette forme 

X' Y' 

~X~ = — rp" » dont les deux irnembres ont pour fonctions primitives 

IX et j/r f,/.' On aura donc cette, équation primitive 

l X ~ -IY -\- lb, b étant une constante arbitraire; et passant des 
logarithmes aux. nombres , on aura X = b y (Y). Pour déterminer b, on 

fera de nouveau .v=oet; = o. Or, * devient — -f- / — pp, 

et Y devient — C -f- Y ' — p A 1 ; donc on aura 



. ..» v ..5. 



I 7 B ± ^ — 9P 

Maintenant, ayant la valeur de X en x, il est aisé d'en tirer x; car en 
x*rrant l'équation V(~ 9P ~ x + x>J = X — ^- + x, 
on en déduira sur-le-champ x= ^~i^^9P ; ^ c6ns , 
en mettant pour X la valeur trouvée en y, savoir b \J (Y), on aura 

Cette expression ne peut donner , comme l'on voit , qu'une seule valeur 
réelle de x ; c'est le cas où l'équation a deux racines imaginaires. 

Si on fait B= o, les formules qu'on vient de trouver dans les deux 
cas, se simplifient beaucoup , et se réduisent aux formules connues pour 
Ja résolution des équations du troisième degré, privées du second terme; 
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mais nous ne nous arrêterons pas davantage sur ce problème, qui appar- 
tient proprement à l'algèbre , et que nous n'avons traité ici qu'en passant, 
et pour montrer , par différentes applications , la manière d'employer 
l'algorithme des fonctions. 

• - . ' 

7p. Prenons pour dernier exemple l 'équation du premier ordre , 

, V(À + By -<- Cf -H Dy l h- £// 

> — V(A -+- hx •+• Cx* -♦- Dx> ES) » 

en la divisant par le radical en;/, on aurait une équation où les variables .v 
et y seraient séparées ; mais il serait impossible d'obtenir ainsi l'équation 
primitive, parce que les deux membres ne sont point réductibles en par- 
ticulier à dés fonctions primes. 

Voici néanmoins comment on y peut parvenir par le moyen des fonctions 
dérivées. 

■ ■ ■ » 

Je suppose d'abord que .v et y soient fonctions d'une autre variable t t 

il faudra pour cela suhstituer -J- à la place de / (h* 6 jj ; x 1 et / 

seront" alors les fonctions primes de x et y, regardées comme fonctions 
de /. Or, je puis supposer que x soit une fonction quelconque de t, et 
l'équation me donnera pour^ une fonction déterminée de / ; ainsi je puis 
supposer que x soit une telle fonction de r, que l'on ait l'équation 

55? ï{4 -h Bx Cx* H- fi* Ex*). 

y 

l'équation précédente , où l'on a mis ~- pour y', donnera pareillement 

/ = Y(A -H By Cy\ -+- Dyl-h- Ef). . , 
Qu'on fasse disparaître les radicaux dans ces deux équations, qu'ensuite 
on prenne les fonctions primes , on aura , après avoir divisé l'une par x\ 
l'autre par /, 

2. y" = B -f- 2 Cx -+- ]Dx % 4. Ex* , 
2 y" = B xCy -+- 3 Q y' 4 Ey\ 

Faisons x y —p, x — y = q, ce qui donne x z=. , 

y = — — ; les deux équations précédentes ajoutées et retranchées» 

donneront 
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donneront 

= b 4- c P -+—^7/ jV -^4 <>' -*- »ft 

q = Cq H — /^ -4-— f 3 /> ? -4- fV. 

De plus , comme p q' é±z x* % — /\ si on substitué les valeurs de a/ et 
de /, tirées des premières équations , on aura 

=B4-*.c„-*-±. -+- fj +.±-( P ^+ M «). 

Maintenant je fais cette combinaison • . 

jff —fa = — -H Bfff 

multipliant les deux membres par — 7—, ils deviennent les fonctions 

f 

primes de -^— r - et de Dp -H £/>* ; de sorte que j'aurai d'abord cette 
équation primitive du premier ordre , 

-Ç- = Dp Ep> -i- a, 

où a est une constante arbitraire. 

Pour la déterminer , soit m ia valeur de / lorsque x o , on aura 
dans ce cas, par les équations ci -dessus, 

x f = VA, / = V(A -+- Bm Cm 1 -+- Dm* Fi»V* 
quantité que nous supposerons =r n, pour abréger. 

Ainsi puisque pz=zx H- y, q zzzx — y, p' = x* -H/, q' z=zx r — y, 
on aura, lorsque x = o , p = m, q = — m, />' = y04 -4- n , 
q' z=. VA — n. Faisant ces substitutions dans l'équation qu'on vient 

de trouver, on aura d = - — — — Dm — Em , ou Ion voit 

m 

que puisque m est une quantité indéterminée , la constante « demeure aussi 
indéterminée; mais les déterminations précédentes seraient utiles, si par 
d'autres combinaisons on trouvait de nouvelles équations primitives avec 
des constantes arbitraires. 

I>îous avons donc l'équation 

/ == * f(* Pf Ht e p)> 
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qui, quoique du premier ordre, peut néanmoins donner tout de suite 
l'équation primitive en* et y de la proposée, puisque la valeur de p , qui 
est x> -+- y', est déjà connue en x et/. £11 effet, substituant les valeurs 
de p, q et p' , on aura 

y (A H— Bx -4- CV H— Z)a> -4- £*V rf- Y (A-*- By -+- Cjy % 

+ Df = -+- ^+^4-^+;/], 

où a est la constante arbitraire. 

Cette équation en .v et y est, comme l'on voit, sous une forme assez 
simple , et la méthode par laquelle nous y sommes parvenus est fort 
remarquable ; mais cette équation n'est pas la seule qu'on puisse obtenir 
par les formules que nous venons de trouver. 

£t effet , si on substitue la valeur précédente de p' dans l 'équation trouvée 
plus haut, pour la valeur de p' q' , on en tirera 

b -+- Cp •+• j| (yf + y; + j£ (p' ■+• p?) 

* V..T 



Dp Ep 1 ) 

Ici remettant pour p et q leurs valeurs x -+- y et * — -y , et pour q f sa 
valeur x' — / = Y (A -+- B x —h- CV -+- Ex*) 
— Y (A -H— By H— Cjr" -K Z)/ 3 -4- Ey*) t on aura une nouvelle 
équation en x et y avec la constante arbitraire d, qui sent également 
i'équation primitive de la proposée ; ensuite , ajoutant ou retranchant, on 
en aura deux autres qui seront, à quelques égards, plus simples, et qui 
seront toutes équivalentes. 

> 

80. L'équation du premier ordre, dont nous venons de trouver l'équa- 
tion primitive , peut toujours, par des transformations convenables , se 
réduire à la forme 

, V(A ■+- R cos. 1) 

t 1 W(A + Bco$. u) ' 

■ 

l étant ici une fonction de u. Comme cette équation , traitée directement 
de la même manière, est susceptible d'une analyse beaucoup plus simple 
«t plus élégante , j'ai cru qu'on ne serait pas fâché de la trouver ici 
On regardera u et 1 comme fonctions d'une autre variable /; et après 

avoir substitué en conséquence — j- à la place de 1' (n.° 6 jj, on fera ces 

deux équations séparées, u' 5c Y (A -+- Bcos. u) , î — Y (A -f- B cos. 1} ■ 

I • v 
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après les avoir carrées, on en prendra les fonctions primes, on aura, en 
divisant l une par u et l'autre par j' , ces deux-ci du second ordre , 
u" = — Bsln.u, "i cs< — B sin. 

Soit maintenant 3 —h- u = 2 p — u = 2 q , les deux équations 
précédentes, ajoutées et retranchées, deviendront par les théorèm.es connus, 
2 p" =z — B sin. p cos. ^, 2^" = — - B cos. p sin. q. 

II est d'abord visible que si on ajoute ces deux équations après avoir 
multiplié la première par tf , et la seconde par p' , le premier membre 
deviendra la fonction prime de 2 p' q', et le second la fonction prime de 
— B sin. p sin. 7; de sorte qu'on aura d'abord cette équation primitive 
du premier ordre, 

2 p tf = — 5 sin. sin. ^ a, 
a étant la constante arbitraire. 

Pour la déterminer, supposons que u = o donne 1 =r m, on 
aura donc dans ce cas u' — Y (A -H B) , z =Y{A -+- B cos. ai J , 

p = q = — , = — , 7 = / donc 

# / £ — f *» ( COS. M . — I J . . , v »j . 

■2. p q ■=. ss - , 5111. /? Slll. ^ =z fsin. — - 

« 

I — COS. /M r „ 

= - / de sorte que 1 on aura 

a =z 2 p' q -f- B sin. p sin. q z=z o. 
On aura donc simplement l'équation 

2 y' = 2? sin. /> sin. q ; 

d'où l'on peut conclure que cette équation primitive ne renfermant point 
de constante arbitraire , doit être comprise dans les équations primitives 
d!où nous sommes partis. En effet, on a 



V - «'* 



B 



ip' q = ; = — {cos. Z cos. a;, 



ce qui se réduit par la substitution des quantités p etqz — B sin. p sin. q; 
équation identique avec celle que nous venons de trouver. 

Divisons maintenant, par cette équation du premier ordre, les deux 
cquations ci-dessus du second , on aura ces deux-ci ; 



p cos. q 

p q' sin. q 




L 2 
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«loin la première étant multipliée par q' , et k seconde par p', donneront 
ces équations primitives, 

I p' Szc hin.q H- la, l q' = ïsin.p Ib , 
ou bien , en passant des logarithmes aux nombres , 

p' rzr rfsin.^, ^ = bsixx.p, 
û et 6 étant des constantes arbitraires , qu'on déterminera par les mêmes 
suppositions que ci-dessus ; d'où l'on aura 

. V(A -+- Bcos.m) v'fA R) 



a 

2 sin. 



V(A + Bcoi.m) - V (A j- i; 



a sin. — — 



Ces deux équations pourraient donner chacune une équation primitive 
en u et i par la substitution des valeurs de p, q, p', q'; on aurait ainsi 

Y (A Bcos.i) Y (A -+- Bcos.uJ = 2<i sin. 



Y (A -+- Bcos.i) — Y(A -+- Bcos.aJ =z 2 b sin. 



2 

c ■+■ « 



Comme les valeurs de a et b renferment l'indéterminée m, chacune de 
ces valeurs pourra être regardée aussi comme indéterminée en particu/Zer ; 
ainsi dans chacune de ces équations a part, on pourra regarder a ou b 
comme constante arbitraire; mais si on voulait faire une combinaison 
quelconque de ces équations , il faudrait employer les valeurs de a et b 
trouvées ci-dessus, et alors la quantité m serait la seule constante arbitraire. 

Mais comme ces équations sont compliquées de radicaux , il sera à propos 
de chercher encore une autre équation primitive d'après les deux équa- 
tions du premier ordre qu'on vient de trouver, savoir// — as'in. q, 

a* — bsln.p ; or en divisant l'une par l'autre, on a — - = S '"* ^ ■ ; 

11 * y ù $in. p 

et multipliant en croix b p' sin. p zz=. aq sin. q, d'où l'on tire tout de 
suite l'équation primitive 

b cos. p z=z a cos. q — f- c , 

c étant une nouvelle constante arbitraire qu'il faudra déterminer comme 
ci-dessus. Or, en faisant u =s o et J s: m, on &p =5 q = ; donc 
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l'équation précédente donnera 

V(A + B) cos. 



■ • 

sin. -j— 



Substituant les valeurs de a , b , c , ainsi que celles de /? n= , 

et </ — — dans l'tquation précédente , et faisant les réductions des 

sinus et co-sinus , elle prendra cette forme très-simple , 

7 u 1 u V (A ■+- B cos. m) 

cos. x cos. H sin. x sin. x 



2 z z z V (A + B) 

M 

— cos. ; 

z 

c'est l'équation primitive de la proposée du premier ordre en », z et z' , 
et l'angle m en est la constante arbitraire. 

8 1 . On peut regarder les angles — — , et comme les trois 
côtés d'un triangle sphérique ; il est visible qu'alors , dans l'équation 
précédente, la quantité — ~^J2 ^°b') • — sera ie c °- sinus de l'angle 
compris entre les côtés — ~- et — ~ , ët par conséquent opposé au côté 

par les formules connues de la trigonométrie sphérique; c'est la valeur 
de z! lorsque a = o et j = ». Ainsi cet angle sera constant en même 

temps que le côté — , tandis que les deux autres côtés varient. 

„ , 1 , V/A-h Bcos.m) _ - 

Soit M cet angle constant , on aura donc — — — — = cos. M, 

f f A •+> Bj 

.... A cos - M* — cos. m . S'"- -7" 

d'où l'on tire — - = r-~rr t = 2 ( . ' / — I. Si 

B sin. M 1 sin. M ' 

on fait cette substitution dans l'équation proposée en «, z et , et qu'on 

suppose , pour abréger, — * - — — elle se réduira à cette forme £'= 

sm. 

/[, — tcYsin.-i-/] 

, doit l'équation primitive sera la relation entre 
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7 V 

les côtes — - — et — - — d'un triangle sphérique , dans lequel fx sera 

le rapport des sinus des angles aux côtés opposés, rapport qu'on sait être 

le même pour tous les angles et les côtés opposés ; de sorte que ce rapport 

seul étant donné, H restera l'angle ou le côté pour arbitraire. 

La considération du triangle sphérique peut servir à faire voir plus 

facilement comment cette équation primitive satisfait à celle du premier 

-> • / Z v z 

ordre. Cette équation étant cos. cos. h- cos. M sin. 

x 2 a z 

m 

sin. — ■ — = cos. , si on prend les fonctions primes, en regardant J 

comme fonction de u, et m , Ai comme constantes, on aura 

7 U 7 U 

/cos. M cos. sin. sin. cos. ) / -+- cos. M 

1 2 2 Z 2 ' W 

1 » Z « 

sin. cos. cos. cos. — o ; 

2 2 2 2 

substituons à la place de cos. M, sa valeur tirée de la même équation „ 
il viendra celle-ci , 

co*. — — cos. cos. -ï— cos. — î- cos. — cos — 5- « 

— Z H ; = O. 

sin. -f- sin. -f- 

Maintenant, si dans le même triangle sphérique, dont , , 

2 2 2 

sont les trois côtés, et M l'angle opposé au côté-^- , on désigne par V 

et Z les angles opposés aux côtés — et — , on aura également cos. — — 

Z m i/ . Z • m z o 
z= cos. cos. h- cos. V sin. sin. , et cos. —cos. 

2 2 2 2 2 2 

77Ï V tti 

cos. cos. Z sin. sin. ; je donne à cos. Z le signe — , parce 

2' 2 2 1 

que je suppose l'angle Z obtus. Donc, faisant ces substitutions , et divisant 
toute l'équation par sin. — — , elle deviendra £ cos. V — cos. Z = o, 

cos Z 

d'où i' ;= côs~K — " ^ a ' S ' ^ ar * a P r0 P r,< ^ générale des triangles 
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sphériques , on a 

sin. V sin. Z sin. M ^ _ 

sin. _J1_ s in. — — sin. — 7— 

donc sin. V z= At sin. /sin. Z = //sin. ,et de-Ià, 

cos. V=zV[i—ï fsm. -L/ ] , cos. Z = / [ 1 — ^sin. «-/J; 

subsituant ces valeurs , on aura l'équation du premier ordre qu'il s'agissait 
de retrouver. 

Si l'angle Z , que nous avons supposé obtus , était aigu , ainsi que 
l'angle V , alors, au lieu de l'équation z =r Hl y on aurait t 

cos ' — r= o , qui ne diffère que par le signe de z\ et dont l'équation 

primitive sera la même. 

■ 

82. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes d'équations : 

l'équation du n.° 80 étant mise sous cette forme — -, 

1 y (A -+- Ztcos. 1) 

, supposons que/u soit la fonction primitive de 



Y (A -4- B cos. u) 



I 



Y ( A -+- Bcot. u) 



>fl sera pareillement la fonction primitive de 



— — - ; — , 7 étant regardé comme une fonction de u, dont 7' 

Y (A -+- Bcos.iJ » V . B * 

est la fonction prime. Ainsi, en repassant aux fonctions primitives, on 

aura sur-le-champ cette équation primitive 

f z == fu -+- a, 
a étant la constante arbitraire. 

Cette équation devra donc coïncider avec celle que nous avons trouvée 
dans le numéro cité, et où la constante arbitraire est m ; par conséquent 
sa constante arbitraire ne pourra être qu'une fonction de la constante 
arbitraire m. Sort donc a r= F m , on aura fz=f u -+- Fm; mais m est 
la valeur de z, lorsque u=z o; supposant donc, pour plus de simplicité, 
que la fonction fu soit prise de manière qu'elle soit nulle, lorsque * = o, 
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cos. C05, J- 5111. sin. 

a 2 2 
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il faudra qu'en faisant u — o , on ait aussi g —s m, par conséquent on 
aura fm es Fm; donc iëqUation primitive qu'on vient de trouver 
deviendra fi —f u-t-fm , à laquelle satisfera cette relation algébrique 

u / .A-+-B cos. »» « m 

Ainsi, quoiqu'on ne puisse pas trouver la forme algébrique des fonctions fu, 
fl.fm, On peut néanmoins trouver une relation algébrique entre trois 
quantités u , m, telle que l'on ait /s = / if -*-////. Donc aussi, si dan» 

l'équation précédente on change i en y , et « en £ , on aura cos. — cos. — 

y . \ -j . cos. m , m r r r 

-+- sin. -f- sin. Vf — / = cos. — , etfy—fz-t-fm. 

2 2 si -+- ii 2 

V 

Et changeant encore^ en x, z Gn y* ce <i u * donnera cos. -^-cos. -— 

-H- sin. sin. - J — y ( - ; = cos. , on aura 

2 2 1 A -+- B '■ x 

de même/* = fy -4- /;»; et ainsi de suite; 

On aura donc successivement fi — /"« -4- fm , fy =f H -+- zfm, 
fx se: fu —H sf m ' » et ^ es relations entre ^ , u et m , entre 
« et w, &c. se tireront des relations précédentes , en éliminant d'abord 
ensuite y, Sec. 

On peut appliquer cette théorie à la forme générale de l'équation que 
nous avons considérée dans le n.° 79, et en tirer des conclusions sem- 
blables; mais si on rapporte, comme dans le n.° 8 1 , les formules précé- 
dentes aux triangles sphériques , il en résulte une construction élégante 
que voici : 

Soit formé un triangle sphérique, dont les trois côtés soient z, a, m 
( pour éviter les fractions, je substitue les quantités 21, ix, i m, à la 
place de j, a, m dans les formules du numéro cité ) , et où l'angle entre a 
et m soit obtus , l'angle compris entre les deux côtés « et j demeurant 
constant ; qu'on transporte successivement le côté m le long de ces mêmes 
côtés prolongés , de manière qu'il en résulte, une suite de triangles , dont 
chacun ait toujours un côté commun avec le triangle précédent, et qui 
aient tous le même côté m, et l'angle commun M opposé à ce côté, alors, 

,i 



Digitized by Google 



DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 89 
si les côtés qui comprennent cet angle sont successivement pour ce* 
différeiu triangles u et z > Z et y » y et * / & c » on aura 

fl =zfu -t-fm , fy =fu -\~ifm, fx —fu H- 3 f 'm , Sec; 

fu étant la fonction primitive de la fonction — l —— : — , et ainsi 

■ / 1 V (1 — f/. i sm. «y 

des autres fonctions semblables , où fi zzz 



sin. m 



De-là on peut trouver facilement les valeurs des cotés y , x , &c. de* 
nouveaux triangles ; car , en considérant les triangles isocèles formés par 
le même côté m transporté alternativement , les perpendiculaires abaissées 
de leurs sommets couperont les bases en deux parties égales, et les triangles 
rectangles formés par ces perpendiculaires et par les côtés qui comprennent 
l'angle commun Ai, donneront tout de suite, par l'analogie connue pour 
les triangles rectangles, ces équations v 



tang. - 7 == cos. //tang. 



y 

2 

Jf H- Z 



tang. ■ — = cos. M tang. y , 

&c. 

Et si on fait u = m , en sorte que le premier triangle soit Isocèle , on 
aura de plus l'équation 

tang. z=z cos. M tang. m, 

et l'on aura alors 

fz = *f m > fy = 3f m > f* = 4/«. & c. 

Nous remarquerons ici que cette construction est pour les triangles 
sphériques , ce que la construction du problème 29 des questions géomé- 
triques dè l'arithmétique de Newton, est pour les triangles rectilignes. 

En effet , si on rend rectilignes les triangles sphériques dont les côtés 
sont m, a , z, y , &c. les équations ci-dessus deviennent j=2w cos. M , 
u y = 2 1 cos. M t x Z = 2 y cos - M , &c. ; et il est facile 
de prouver qu'alors la fonction/^ devient proportionnelle à l'angle dont 

ie sinus est — M ; de sorte qu'en prenant le côté m pour le sinus 



de l'angle opposé M, on aura 

l = sin. 2 M, f = sin, 3 /I/, &c. 

M 
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Sj. Nous nous sommes un peu étendus sur les propriétés des fonctions 
de lu forme / u , parce que les géomètres s'en sont beaucoup occupes , et 
que ces fonctions se présentent dans la solution de plusieurs problèmes. 

Si on demande, par exemple, le mouvement d'un pendule qui oscille 
d'une manière quelconque , nommant r la longueur du pendule, \ l'angle 
dont il est éloigné de la verticale dans un instant quelconque , et la plus 
grande valeur de \ , /S ia plus petite , supposant la gravité égale à 
l'unité , et faisant 

/ / cos - fi — cos - l i 
sin. u — V ( ) , 

. 1 COS. £ — cos. a 

/, cos. fl" — COS. ** , 
/— ) , 

(cos. & -+- cos. et) 1 -*~ sin. a* 

- /. 2^COS. £ H- COS. « j . 

('cOS. jÔ -H COS. a) x •+■ sin. a 1 ' 

on aura \Vrfu pour l'expression du temps depuis le point le plus bas, 
en supposant , comme ci-dessus, 

^ U V (i — /x' sin. u x ) 

La vitesse angulaire de rotation autour de la verticale, sera exprimée 
par 

V i . sin. a sin. £ 
V r% sin. J. 1 x V (cos. « h- cos. )& ' 
et sera par conséquent nulle lorsque le pendule passera par la verticale, 
dans lequel cas on a /2 z=. o ; c'est le cas des oscillations ordinaires. 

84. On peut appeler analyse directe des fonctions, la manière de 
trouver les fonctions et les équations dérivées , parce qu'elle n'est fondée 
en effet que sur des méthodes directes , et qu'elle n'emploie que des 
opérations qu'on peut toujours exécuter par les règles que nous avons 
exposées. Mais la manière de revenir de ces fonctions et de ces équations 
à celles d'où elles peuvent être dérivées , et qu'on peut regarder comme 
leurs primitives, forme une autte partie de l'analyse des fonctions, qu'on 
peut appeler analyse inverse , parce qu'elle dépend des mêmes méthodes et 
des mêmes règles , mais prises inversement, et qui, par cette raison, ne 
s'appliquent pas toujours avec la même facilité ni le même succès. lien 
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est de ces Jeux parties Je l'analyse des fonctions, comme Je celles Je 
l'arithmétique et Je l'algèbre qui ont pour objet les opérations .directes 
Je la multiplication et Je l'élévation aux puissances, et les opérations 
inverses Je la Jivision et Je l'extraction Jes racines. Les opérations Je Ja 
première espèce sont toujours possibles par les règles connues, et Jonnent 
toujours Jes résultats exacts ; celles Je la seconde espèce , au contraire , ne 
le sont que Jans certains cas, au moins rigoureusement, et Jans tous iei 
autres elles ne peuvent Jonner que Jes résultats approches. 

L'analyse Jirecte Jes fonctions est Jonc renfermée Jans les règles que 
nous avons données pour trouver, les fonctions dérivées, Ju moins pour ce 
qui regarJe les fonctions d'une' seule variabje. Quant à l'analyse inverse, 
elle JépenJ aussi Jes mêmes règles; mais la difficulté consiste Jans leur 
application aux diflerens cas. . 

Nous avons inJiqué les méthoJes connues pour les principales formes 
Je fonctions ou d'équations, et nous nous sommes sur-tout appliqués à 
bien établir les principes généraux Je celte analyse inverse. 

Comme notre Jessein n'est pas J'en Jonner un traité complet , nous 
n'ajouterons point ici d'autres détails ; mais ceux qui savent le calcul 
différentiel , ne peuvent manquer d'apercevoir déjà la conformité de 
l'analyse des fonctions avec ce calcul , et la correspondance dés analyses 
directe et inverse avec les deux parties de ce calcul qu'on appelle calculs 
différentiel et intégral. Ainsi , il leur sera aisé, s'ils le jugent à propos , de 
transporter aux fonctions les différentes méthodes d'intégration trouvées 
jusqu'à présent. Nous Jémontrerons plus bas, cette conformité , d'une 
manière Jirecte et rigoureuse. Nous aurions même pu commencer par là, 
et rappeler ainsi tout Je suite notre analyse Jès fonctions au calcul 
différentiel; mais la marche que nous avons suivie, nous a paru plus 
propre à remplir l'objer que nous nous sommes proposé, et qui consiste 
uniquement à lier cette branche Je l'analyse avec l'analyse élémentaire, sans 
Ja faire dépendre ni même rien emprunter d'aucune considération étrangère. 

8 j. Nous n'avons encore traité que des fonctions d'une seule variable; 
il n'est pas difficile d'étendre la théorie de ces fonctions aux fonctions Je 

- 

deux ou de plusieurs variables. 

M 1 
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Sohffx, y) une fonction quelconque de deux variables x et y , qu'on 
regarde comme indépendantes l'une de l'autre. Si , dans cette fonction , 
on met à-la-fois *-+-/' à ia place de je, et y-4-o à la place de y, i et « 
étant deux quantités indéterminées , qu'ensuite on développe ianouvelle 
fonction f (x -H i , y -f- o ) , suivant les puissances ascendantes de ; et o, ii 
est clair que le premier terme , sans i ni o , sera f(x,y), et que les autres 
seront de nouvelles fonctions de x et de y, multipliées successivement par /', 
o , i' , io, o\ P , &c. ; ces fonctions dérivent de la fonction primitive 
f(x, y) , et c'est la loi de cette dérivation qu'il s'agit de déterminer. 

Pour y parvenir de la manière la plus simple, on commencera par 
supposer qu'il n'y ait que la variable x qui devienne x i , la variable/ 
demeurant la même. Dans ce cas, désignant, comme on l'a fait jusqu'ici, 
par f , /" , /'" , &c. les fonctions primes , secondes , tierces , &c. rela- 
tivement à x seul , on aura 

f(*-*-i,,)=f(*,j)-*-ïf(x,,) + ~f (x, j) -+- -^f" (x, y.) ■+- ta. 

Substituons maintenant par tout -f- o à la place dey, on aura 
î( x H- i, y -4- o) =zf(x, y -+- o ) -h- if (x, y -+- o J 

Or , si on désigne maintenant par/ , j u , f m , Sec. les fonctions primes, 
secondes , tierces , &c. relativement à y , ii est clair que la fonction 
f(x, y .-+- o), considérée comme fonction de y -t- o, et indépen- 
damment de .v, deviendra 

f(x,y) H- of,(x,y) H ~~ f„( x > y) H" ^ fm(* 

De même , en supposant toujours que les traits appliqués au bas de la 
lettre/, indiquent des fonctions primes, secondes, Sec. relativement à y, 
des fonctions déjà désignées par f ,f , Sec. on aura 

f(x,y -H o) =f(x,f) of'Jx.y) -f- ^fi(x,y) -f- &C. 
et ainsi de suite. . . . 
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Faisant donc ces substitutions , et ordonnant les termes par rapport aux 
puissances et aux produits de /' et a , on aura. 

f(x -+- î, y -H 0) = ffxs y) ■+- i/ f*, ^ -+- */,(**}) 
où la forme générale des termes est . 



fi .2.3. » . »j (1 .2. . .nj 



r. (*■>)■ 



S 6. Dans le procédé que nous venons de suivre pour avoir le 
développement de /f* H— /, v ■+- nous avons commencé par 
substituer daUsffx, v^x-H/'pour *, et nous avons développé suivant/, nous 
avons ensuite substitué dans tous les termes de ce développement y -4- 0 
pour y , et nous avons ensuite développé suivant 0. Or , il est visible 
qu'on aurait identiquement le même résultat, si on commençait par la 
substitution de y H— 0 pour y , et par le développement suivant 0 , et 
qu'on fit ensuite la substitution de x -f- /' pour x , et le développement 
suivant i. De cette manière , on aurait d'abord les fonctions primes , 
secondes , &c. relativement à v , savoir , f t (x , y ) , fjx , y), &c. ; ensuite 
on aurait les fonctions primes , secondes , &c. de celles-ci , qui suivant 
fa notation que nous venons d'établir, seraient représentées par f t (x, y) , 
f" (x, yj, &c.,/„Ya-, y),f"Jx,y), &c. ; et on obtiendrait ainsi la même 
formule que ci-dessus , comme cela doit être. Or, dans le premier procédé , 
la fonction £ (x , y ) s'obtient en prenant d'abord la fonction prime de 
f(x, y) relativement à x, ce qui donne f (x, y) , et ensuite la fonction 
prime de celle-ci relativement à y ; et dans le second procédé la même 
fonction s'obtient en prenant d'abord la fonction prime de f(x,y) relati- 
vement à y, ce qui donne f]fx,yj, et ensuite la fonction prime de celle-ci 
relativement à x. D'où il suit qu'il est indifférent dans quel ordre se fasse 
la double opération nécessaire pour passer de la fonction primitive f(x, y) 
à la fonction dérivée // f .v , y) ; et comme on doit dire la même chose 
des autres fonctions marquées par de* traits placés au haut et au bas de 
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lu caractéristique/, on en peut conclure en général que les opérations 
indiquées par cci traits sont absolument indépendantes entre elles, et qu'elles % 
conduisent aux mêmes résultats, quelqu'ordre qu'on suive, en prenant les 
fonctions primes relativement et à .v et à;-, indiqués par chacun des traits 
supérieurs ou inférieurs. Ainsi, par exemple, on aura également la valeur 
de fl (s. y), en prenant la fonction seconde de f(x,y) relativement à x , 
et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à y, ou en prenant 
d'abord la fonction prime de f(x,y) relativement */, et ensuite la fonction 
seconde de celle-ci relativement à. v, ou bien en prenant la fonction prime de 
f(x, y) relativement à .v, ensuite la fonction prime de celle-ci relativement 
à y, et enfin la fonction prime de cette dernière relativement à x; et 
ainsi des autres. 

87. Soit, par exemple, y) =1 xY(ixy -H- f), on aura 
la fonction prime relativement à x , f ( x , y ) = Y (%xy -+- f) 

£2 - a , et sa fonction prime relativement à y sera 



V(% xy -f- y ) 
x* -+- xy 



- =z f (x , y) ; ensuite la fonction prime def (x, y) 
V (z xy y ) 

relativement à ,y, sera-^— y — — I ■ — =zfl(x, y), 

(x 1 -+- xy)y 



- — f t (x , y). Quoique ces deux expressions de 

(z.ry+y>)l- 

fl (x , y ) paraissent différentes , elles sont cependant identiques; car elles 

♦.•*'•, »i 

se réduisent l'une et l'autre à — . Ensuite, en prenant 

(ixy -+- f) * .. , . 

la fonction prime de /' (x , y) relativement à .v, c'est-à-dire la fonction 

S V 

seconde de f(x,y) relativement à .v, on amif '(x,yj =— j——— 

xï* ; v) 1 h- 2 v' . . . 

_ ; — = : — ; et prenant maintenant la 

(zxy -1- >V T (z *}•■+• f) j ■■ . 
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DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 95 
fonction prime de celle-ci relativement à y , on ailra, après les réductions, 

De même, en prenant la fonction prime dvf'fx, ^ relativement à a-, 
ont rouvera 

et ainsi de suite. 

• £ 8. II résulte de-Ià, que pour que des fonctions données de x et y puissent 
être prises pour des fonctions dérivées d'une même fonction primitive , il 
faut qu'elles satisfassent à certaines conditions. 

Ainsi, si F(x,y) et <p(x, y) représentent des fonctions données 
de x , y: pour qu'on puisse supposer F(x , y) —f'(x , y), et <p(x, y) 
=fs(*>y)* il faudra que l'on ait f/x , y) = F/x , y) — '(x,y). 
Et, en général, pour qu'on puisse supposer F(x, y) — f"(x , y) , 

^<p(x,y)-fjx, y), il faudra que l'on &f m \\(x,y)==. f* (x ; 

= <PZ (*. y). 

Par exemple , si F(x, y) = ' y , <p(x,y) = — ■ * ; , 

x -t- y .<-)- • 

on pourra supposer F (x , y) =f (x , y), <p(x, y) = f t fx, y); car 

x' — y 1 

on trouve F t (x , y) =-7-» ttt (*> }) » maîs on ne pourrait 

pas supposer F (x , y) = fi (x , y), et <p(x, y) = f" (x,y); car alors 
il faudrait que ^Y-v, y ) ~ <P,( X > y) > ce 4"» n ' es t P as - 

89. Les fonctions de deux variables engendrent donc différentes sortes 
de fonctions dérivées relatives à chacune de ces variables. Comme nous 
avons distingué ces fonctions dérivées par des traits supérieurs qui se 
rapportent à l'une des variables .v , et par des traits inférieurs qui se 
rapportent à l'autre variable y , nous nommerons fonctions primes , 
seiotiiles , &c. selon .v ou y , les fonctions marquées par de seuls traits 
supérieurs ou inférieurs* et nous nommerons simplement fonctions primo- 
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primes , secondo-pr'imes , primo-secondes , &c. les fonctions marquées à fa 
fois par des traits supérieurs et inférieurs; en énonçant le trait supérieur 
le premier et l'inférieur le second. 

po. A l'imitation de ce que nous avons pratiqué pour les fonction* 
d'une seule variable , si on regarde z comme une fonctiun de * et y , 
on pourra dénoter par tf, i,, 1 , z, , z„, & c - ces différentes fonctions 
dérivées, en appliquant à la lettre z les mêmes traits qu'on appliquerait 
à la caractéristique / de la fonction ffx, y) , qu'on suppose représenter 
la valeur de j , et on nommera ces fonctions de la même manière. 

Ainsi , x devenant x H- i , et y devenant y ~\~ 0, la quantité z > fonction 

tlc.v, v, deviendra (n.° SjJ z -H >Y -H 'Z, -I — Z -M* 

le terme générai de cette série étant , comme dans l'endroit cité , 

. r s 



f 1 . 3 , 3 . • . .m) ( 1 . 2 . 3 . . r • n) 



p 1 . A l'égard de la manière de trouver ces différentes fonctions , il est 
clair qu'il n'y a qu'à suivre les mêmes règles que pour les fonctions d'une 
seule variable; les traits supérieurs de la caractéristique indiquant l'ordre 
de ia fonction dérivée relativement à x seul, et les traits inférieurs indiquant 
l'ordre de la fonction dérivée relativement seul. 

Ainsi, en prenant les fonctions primes de £, selon .y et y , on aura les 
Valeurs de z' Gt Zi >' et de -là, en prenant encore les fonctions primes 
relativement à x et à y , on aura les fonctions dérivées du second ordre £" ; 
£ , z„> et a ' ns i de suite. 

Il est bon de remarquer ici que pour Jes fonctions de deux variables ; 
il y a deux fonctions dérivées du premier ordre et z t > tr0 ' 3 du second 
ordre z', z,, Z„> & c - de sorte que pour l'ordre rtf f il y aura un nombre m H- r, 
de fonctions dérivées, 

pi. Si la fonction z n'était donnée que par une équation entre x,y,z, on 
considérerait que, comme cette équation doit avoi* lieu, quelles que soient 

les 
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•les valeurs de x et y , elle aura aussi iieu en y, mettant x ^— / et y —H o à 
la place de x et y, quelles que soient les quantités /* et o; de sorte qu'en 
développant, après cette substitution, l'équation suivant les puissances et 
les produits de i et o , il faudra que les termes multipliés par une même 
puissance ou produit de / et o , forment des équations séparées. Mais 
nous venons de voir que dans le développement d'une fonction de x et y, 
les termes multipliés par / donnent la fonction prime selon x, ceux 

multipliés par 0 donnent la fonction prime selon y, ceux multipliés par -— 

îa fonction seconde selon x , &c. Donc , ayant une équation quelconque 
entre x , y , z> et regardant 1 comme une fonction de x et y donnée par 
cette équation , on pourra , en prenant les différentes fonctions dérivées 
de tous cçs termes , en déduire autant d'équations dérivées de différens 
ordres, qu'on appellera de même, équations primes, secondes, &c. selon x 
ou/, équations primo-primes, secondo-primes , &c. et en général, équations 
dérivées du premier ordre , du second ordre , &c. Ces équations serviront 
à trouver les valeurs de tf, Zl > •£ > z,> z„> &c. 

Si donc on représente par F(x , y , z) zzz o l'équation proposée pour 
la détermination de z> et qu'on désigne simplement par F'(x) , F' (y), 
F (l) l es fonctions primes de F(x, y, 1) > prises relativement à x, y , ç> 
considérées séparément et comme des variables indépendantes , il est aise 
de voir, par les principes établis (n.° 31) pour les fonctions d'une seule 
variable , que i [F' (x) F r (%) ] sera le terme affecté de / , 

et 0 [F' (y) ZfF 9 fy) ] le terme affecté de 0 dans le développement 
de F (x , y , 1) , après la substitution de x —H i et y —H o pour x et y > 
2 étant regardé comme fonction de x et y. 

Ainsi, F' (x) -+- ^F'(z) sera la fonction prime relative à x t 
et F' (y) -+- Z,F (z) la fonction prime relative à y de F(x , y, z) ; de 
sorte qu'on aura ces deux équations primes 

F(x) "H iF'(z) = o, F (y) -+= Zl F'( z J = o; 
d'où l'on tire 

_ r(*) _ r (y) 

5 — F'CV ' l ' ~~ F'd) ' 
Ayant ainsi les valeurs de jf et ^ , on en déduira celles de Z *z >Z H > &c, 

H 
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en prenant Je nouveau les fonctions primes de celles-ci relatives à x et y/ 
et ainsi de suite. . 

93. On peut aussi rappeler immédiatement cette théorie à celle des 
fonctions d'une variable, en regardant 1 comme donné en x et y, et f 
comme une fonction indéterminée de .y. Ainsi , en regardant d'abord £ 
comme fonction de .v, la fonction prime de F (x , y , 1) sera, par les 
principes du n.° 31 , F' (x) -+- y' F' (y) -+- t F' (l) : mais 3 étant 
considéré comme fonction de x et y, et y comme fonction de x, la fonction 
prime de 3 sera représentée par 1' -t- / z, ; mettant cette valeur à la place 
de on aura F' (x) -4- iF'(i) -+- y' [F 1 (y) H- t,f(zJ] P ou r 
ja fonction prime de F(x , y , 1). 

Donc, ayant l'équation Ffx,y, 1) = o , on aura l'équation prime 

Mais v étant regardé comme une fonction indéterminée de x, l'équation 
précédente doit avoir lieu , quelle que soit la fonction / ; elle se 
décomposera donc en ces deux-ci, 

F'C) "H ÏF'U) = ° ■ F '(>') -+■ Z,F(Z) = ° ; 
comme plus haut. 

On pourrait trouver de la même manière les équations dérivées des 
ordres supérieurs. 

-^-94. Puisque les fonctions dérivées de deux variables se forment de la 
même manière , et par les mêmes règles que celles d'une seule variable , 
en considérant chaque variable séparément et successivement , il s'ensuit 
<jue tout ce que nous avons démontré sur les fonctions d'une seule 
variable , peut s'appliquer de même aux fonctions de deux variables. 

Ainsi, il sera facile détendre aux fonctions de deux variables, la 
méthode générale que nous avons exposée pour le développement en 
série rationnelle de toute fonction d'une variable, et d'en déduire des 
résultats semblables. ( 'Voyci la seconde Partie). 

Enfin , il est visible qu'on pourra traiter aussi par les mêmes principes 
les fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de variables , puisqu'il 
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ne s'agira que de répéter les mêmes opérations séparément pour chaque 
variable. 

Nous nous contenterons Jonc ici Je présenter les observations les plus 
importantes sur la nature et l'usage des fonctions et des équations dérivées 
entre trois variables. 

95. Considérons en généra! l'équation F(x, y , 1) = o ; elle donne 
(n.° p2) les deux équations primes F* (x) H— l' F' (1) =0 et F' (y) 
—h- Z,F' (1) z=z o, qui auront par conséquent lieu en même temps que 
la proposée. Donc une combinaison quelconque de ces trois équations aura 
lieu aussi, et pourra par conséquent tenir lieu de l'équation primitive. 

Soient a et b deux constantes quelconques contenues dans la fonction 
F ( x , y , 1) , ces constantes seront les mêmes dans les fonctions dérivées 
F' (x) , F' (y) , F'fiJ; ainsi on pourra, au moyen des trois équations 
dont il s'agit, éliminer ces deux constantes, et l'équation résultante sera 
une équation du premier ordre entre x, y , jf et j / qui renfermera 
deux constantes de moins que l'équation primitive. Donc, réciproquement, 
si on n'a pour la détermination de j en .v et y qu'une équation du premier 
ordre entre x , y , et l'équation primitive entre x , y et 1 devra 
contenir deux constantes arbitraires. , 

Ceci est analogue à ce que nous avons vu relativement aux fonctions 
d'une seule variable (n. 9 jp ) ; mais nous avons vu aussi (n.° 72 ) que 
la quantité arbitraire qui doit se trouver dans l'équation primitive, peut 
n'être pas constante , et donner 'cependant par l'élimination la même 
équation du premier ordre. La même chose peut donc avoir lieu ici ; et 
il est aisé de concevoir qu'on aura encore la même équation du premier 
ordre par l'élimination des deux arbitraires n et b , quoiqu'elles ne soient 
pas constantes , pourvu que les deux équations primes soient encore de la 
même forme. 

Désignons simplement par F' (a) et F' (b) les fonctions primes 
de F(x , y ,1) , prises relativement aux quantités a et b contenues dans 
cette dernière fonction; il est aisé de voir, par les principes établis, que 
si n et b so;it regardés comme des fonctions de x et y , la fonction prime de F 
(x ,y , 1) relative à x, devra être augmentée , à raison des deux nouvelles 

N 2 
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variables a et b, de la quantité a' F' (a) -+- b' F'(b) , et que la fonction prime, 
relative à ^, devra être augmentée pareillement de a,F' (a) -\-b t F (b) . 

Supposons b ^fa, on aura // ^=z a' fa (n.° j / )., et par conséquent 
aussi b t z=l a t f a ; donc les quantités à ajouter aux deux fonctions primes 
seront a'[F'(a) /' a x F'(b)], et a,[F (a) -+- fa x F' (b) ] ; 
par conséquent elles disparaîtront à la fois en prenant a telle qu'elle 
satisfasse à l'équation F' (a) -\—fa x F' (b) r= o ; la fonction fa de a, 
qu'on a prise pour b ,' demeurant absolument arbitraire. 

De- là résultent donc ces conclusions importantes : 

i ,° Que l'équation primitive qui satisfait en général à une équation du 
premier ordre, doit renfermer une fonction arbitraire; 

2. 0 Que si pour une équation donnée du premier ordre on trouve une 
équation primitive F (x, y % i) = o, qui renferme deux constantes 
arbitraires a et b , il n'y aura qu'à faire b zzzfa , et prendre a de manière 
qu'elle satisfasse à l'équation F' (a) -\-f'a x F' (b) z=z. o ; la fonction 
désignée par fa sera la fonction arbitraire; 

Qu'ayant une équation quelconque entre x , y , i qui renferme une 
fonction donnée , on en peut déduire une équation du premier ordre où 
cette* fonction ne se trouve plus. En effet, si <pp est la fonction qu'on veut 
faire disparaître, p étant une fonction donnée de x, y il n'y aura qu'à 
prendre les deux équations primes , suivant a - et suivant y , de l'équation 
proposée, on aura trois équations qui renfermeront <pp et <p' p, en désignant 
par <p'p la fonction prime de <pp prise relativement à p ; d'où , éliminant 
ces deux fonctions , il résultera une équation du premier ordre où la 
fonction <pp ne se trouvera plus. 

o6\ Soit, par exemple, £ — ax — hy — c z=z o une équation 
donnée; les deux équations primes seront — a zrr o , — b z=z o ; 
éliminant a et b de ces trois équations , on aura l'équation du premier 

ordre i — x^ — yi t c o , dont £ a x — by — c z=z o sera 

l'équation primitive, a et b étant les constantes arbitraires. 

Maintenant, en supposant 3 — ax — by — c z= F (x , y , 7); • 
on aura F' (a) =. — x, F'(b) =z — y. Donc, faisant b = fa, 
l'équation pour déterminer a sera — x — y fa = o ; d'où l'on 



* 
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tire fa = — ; ce qui donne a = <p ( — — J, <p désignant 

la fonction inverse de/'. Ainsi ia fonction/ étant indéterminée, la fonction <p 
le sera aussi ; donc a et b seront deux fonctions indéterminées de , 

■y 

x 

ou plutôt dépendantes d'une même fonction indéterminée de — — ; 

et b H — sera par conséquent une fonction indéterminée de — - — * 

Dùignant donc cette fonction simplement par <p • l'équation primU 

y • - 

tive deviendra 

Z — /<?>• ~ c = o. 

y 

Si on prend Jes deux équations primes de celle-ci , on aura 

Z'— .-j-a-j-ssso, et & — <p-y — x -^ r = o. 

Éliminant de ces trois équations les deux inconnues <b — et q>' — , on 

y y 

aura, comme plus haut, £ — x£ — yi t — c zz: o pour l'équation 
dérivée du premier ordre, délivrée de la fonction <p -y. 

• 

07. Cette propriété des équations primes de pouvoir servir à faire dispa- 
raître une fonction quelconque, est très-utile dans beaucoup d'occasions, 
et sur-tout pour les développemens en série. 

Pour en donner un exemple , soit proposée l'équation 

£ = yfz 

pour la détermination de 3, j\ étant une fonction quelconque de j , et 
supposons qu'on demande la valeur de 3*11 série suivant les puissances de y, il 
est visible que les deux premiers termes seront x -+~yfx; et si, pour trouver 
1 estermes suivans , on suppose 3 = x -+-yfx -+- A y* By* &c. , il 
faudra développer la fonction/ 3 suivant les puissances de y, et comparer 
ensuite les termes pour pouvoir déterminer les valeurs de A , B, &c. ; mais , 
de cette manière, on n'aurait pas la loi de ces valeurs; il y aura donc de 
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l'avantage à employer , au lieu de l'équation proposée , une équation du 
premier ordre où la fonction ne se trouverait pas. 

Prenant donc les équations primes suivant 3t et suivant y , on 
aura jf = i yf'z x £ , et & = fa -+- x ^ , en dénotant 
par fi la fonction prime de fz relativement à d'où , éliminant/'^ , on 

tired'abor d z, — z'fl — °* Mais l'équation primitive donne fz =: 

-donc, substituant cette valeur dans. la dernière équation, on aura cette 
équation du premier ordre, délivrée defz' 

ï(l — *) — yii = o. 
Comme le premier terme de l'expression de z eu série de;' est évidemment .v, 
nous supposerons en général 

Z = * -H Ay -H Bf -+- -H &o, 
A, B , C, &c. étant des fonctions de .v, nous aurons z' — 1 -+-A'x 
H— —H H— &c. , 5', &c. étant les fonctions primes 

de A, B , &c. , regardées comme fonctions de x, ensuite z, = A -+- 2 Z?/ 
-f- 3 H- 4/)/ -H— &c. ; donc on aura, en substituant ces 

valeurs ( 1 i4'jp — |— 5"/ -H C/ -+- &c.; ^ -+- 7?y -f- Cf H— &c.; 
— ^ 2 £ y — 3 C/-&c.=«; savoir , (A A' — B) y H- faif 
_4_^£' — % C)f -f- (CA'-+-BB'-i-AÇ— 3 DJy> + &c.=:o; 
d'où Ton tire tout de suite 

#=/M',C= (AB'-^-BA 1 ), D — — - — (A C -\-BB' 

2 3 

-H C/l';, &c. 

Ici la quantité A demeure indéterminée; mais nous avons déjà vu que 
les deux premiers termes de z dans l'équation proposée sont x -f- yfx , 
par conséquent on aura A = fx , et de-là A' =z f'x , B zzzfxf x , 

B ^fxf'x -f- {fx/ ; donc C = f a/rf x 1 -+- /v 1 /" a-;, &c. 

Mais , en examinant les expressions de B , C, &c. on voit d'abord qu'elles 

A* 1 

peuvent se mettre sous cette forme B z=z ( /, C— ( A B / , 

D— — (AC-ï--A-B x )\ E=: — (AD -f- BC), &c. en 
dénotant en général, par le caractère ( )' , la fonction prime selon x, 
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de la quantité renfermée entre les Jeux crochets ; et si on fait les 
substitutions successives, on trouve que ces expressions sont réductibles 

i i 
à celles-ci plus simples, B z=z — — (A 1 )' , C = — — — ( A i )' , 

Dz=. fA*/", &c, en marquant par un trait, deux # traits , &c. 

2.3.4 

ies fonctions primes , secondes , &c. des quantités renfermées entre les 
crochets , relativement à la variable .v ; de sorte qu'en substituant la 
valeur de A , on aura enfin 

« = *-*- jf* -+- — <r*y -+- -ï-r (f* r -^ rr 

(f*T -+■ &=• 

g 8. Supposons maintenant qu'on demande la valeur d'une fonction 
quelconque <pjde £, développée de même suivant les puissances de y, on 
fera a = <p£, et prenant les équations primes pour faire disparaître la 

fonction <p , on aura u' = ç'z x j', et u t = tp'i x d'où l'on tire — - — 

/ 

= — — . Substituant la valeur de , tirée de l'équation ^fa — x) 

Z/ Zt ■ 

■ — yi t — o du numéro précédent, on aura cette équation du premier 
ordre 

*Yz — *) — y«i = o. 

Supposons ici 

u z= P -f- Qy -+- Ry x -+- Jy 3 -+- &c. ; 
P , Q, R, &c. étant des fonctions de *, substituant cette valeur, ainsi 
que celle de 1 trouvée ci-dessus , on aura 

\P -+- Cfr -+- /?' y 1 -H -+- r/* H- -7- (f*V 

ff x >r-i-&c.} — Q — }Rjr — 3 J>' — &c = o; 
d'où l'on tire 

<2 = /y», 2/?.= <2'A h — f/*7, iS—R'f* -h — 

et ainsi de suite. 
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Or, en substituant successivement les valeurs de Q, R , &c, îl est aisé 
de reconnaître que les expressions de ces quantités peuvent se réduire à 
cette forme simple 

Q = Ffx , R = — (Pfx 1 )', S = (Ffx* y &c. 

La fonction P demeure indéterminée , à cause de l'élimination de la 
fonction <p\ mais, puisque a = <pz — p/'x —H y/v -H &c.y, il 
est visible qu'on aura P <px, et par conséquent P' z=z ç'x. 
Donc, enfin, on aura 

Ç Z = <px-*-y <p'xfx -f - (4 xfx*)' -f- -f- '(<p'xfx>f -+- &c. 

formule très -remarquable , et d'un grand usage dans l'analyse, sur -tout 
pour ie retour des suites, 

pp. On pourrait parvenir immédiatement à ce dernier résultat par la 
formule du numéro 45 ; car il n'y aurait qu'à regarder a comme une 
fonction de y , et chercher les fonctions primes , secondes , &c. de « 
relatives à y, c'est-à-dire, les valeurs de u t , u u , &c. ; faisant ensuite y = o, 

* on aurait a , a, , b m , ^— a,„, &c. pour les coèfficiens P,Q,R, S, &c; 

de la série. 

Tout se réduit donc à trouver ces fonctions dérivées , et à les mettre 
sous une forme simple et régulière. Pour cela , nous reprendrous les deux 
équations primes trouvées ci-dessus (n." py , p$J, Zi — tîz = °» 

et = , lesquelles donnent celles-ci , u, = u'fz, et z, = z'fz. 

On aura donc, i.° u, = t/f Z '> i>° en prenant les fonctions primes 
selon y, u u = u'fz u'z,fz> (fl dénote la fonction prime de £ 
relativement à fj ; or, de la première^équation, on tire aussi cette équation 
prime relative à x, û f •=. ufz -+- ^tf'Z'* donc » substituant, on 
aura a„ := t/"/^* 2 ^ tf ZÏZ = (^fz)'»' 3° en - prenant encore les 
fonctions primes relatives à y, on aura a,,, = (u'fz)',: or (u*f"£) t 
: — •. u'Jz 2.t/z,fzfz> substituant les valeurs de a', et de z,» données 
çi-dessus, on aura (u'fz) t = U*f£ -+- 3 1/ tff zf£ = ( u' f ; donc 

prenant 
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prenant les fonctions primes relatives à x, on aura (Jfz)\ =.(tff£ /. 
z= a ltt ; et ainsi de suite. 

Donc , puisque u z= <p j , on aura u = z'Q'Z> P ar conséquent 

*i = i4zfi**.= (i4ifi)' >* m -=-(i4ifir > &ç. f pétant 

Ja fonction prime de <p 1 relativement à 3 seul. 

Faisons maintenant y = o , l'équation proposée j =.'* -+- yfz 
donnera z = x ; donc == 1 , <pç == p * , ç' z = p'* » et/s =/* / 

donc P = <px, Q = qfxfx, R = ~- xfx x )' , S = -i— 
(f*f*/, &c. 

Pour montrer , par une application , l'usage de cette formule , soit 
proposée l'équation z = x -\- y z" , x et y étant des quantités 
données, et qu'on demande la valeur de •£ en série suivant les puissances 
de y ; on fera donc fz = z", <piz=z ; donc aussi fx = x m , <px — x", 
y'x = n x" ' , et l'on aura sur-le-champ 1 

P = x\Q=znx m +"-\Rz=—(x im ^-')'= * (lm ^ a ~ i; 

2 a 
^ » « H- » — j j g — , y. _ _ » (\m + n-i) ()tn-*-n — z) 

Je»"-—*, &c; 
de sorte qu'on aura 

2 S3 * —H y -f- , ' . . — * > 

•. 2 

n ( ^ m -+- n — 2) . ' &£ 

2.3 

■ 

roo. Nous avons vu comment on peut faire disparaître toute fonction 
arbitraire contenue dans une équation donnée, au moyen de ses équations 
primes; mais il y a , pour y parvenir, un moyen plus simple à quelques 
égards , fondé sur la considération que nous avons employée plus haut 

Considérons en général l'équation F(x, y, z> <P P ) = o, dans 
laquelle p soit égaie if(x,y, z) , les deux fonctions désignées par les 
caractéristiques F et f étant données , et la fonction marquée par la 
caractéristique <p étant arbitraire , on peut supposer y une fonction de ,r , 

O 
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telle que îa fonction prime de p son nulle; alors p pourfa être traitée comme 
constante dans ta fonction F(x , y, z> Çp); pourvu qu'on détermine y 
par la condition que la fonction prime de f(x , y > z) son nu " e * 
Désignons simplement par F' (x) , F' (y) , F' (%) , et de même par 
f ( x ) • f ()') > f (l) ' es fonctions primes de F(x, y,z,<p p), et de f(x , y, \}, 
prises relativement à x, y, z isolées, et regardées comme indépendantes, 
on aura, comme dans l'endroit cité, les deux équations primes 

F<x) -+- tF(z) +y[F'Ù} •+■ l,F'(l)] = °. 
/' (*) h- if'(z) -*-/[/ (1) -+- Z,f (l) ] = o, 

dont la première contiendra <pjr ,- et dont la seconde ne contiendra 
point p. Celle-ci servira à éliminer l'inconnue / ; et on aura deux 
équations qui contiendront <pp , et par lesquelles on pourra éliminer 
celte inconnue. 

Cette méthode a l'avantage de pouvoir s'appliquer aux équations qtu 
contiendroient plusieurs fonctions arbitraires de la même fonction p. 

En effet, si l'on avait l'équation F (x , y, z* 0P> \p ) o , on 
trouverait d'abord , comme ci-dessus , une équation du premier ordre 
sans la fonction <pp , mais qui contiendrait encore la fonction \pî 
ensuite , appliquant à cette équation le même procédé , et éliminant de 
nouveau la fonction y' qui paraîtra dans son équation prime par la 
même équation ci - dessus , on aura une équation du second ordre qui 
contiendra -^p , et d'où on éliminera cette fonction par ie moyen de 
l'équation du premier ordre ; et ainsi de suite ; quel que puissè être le 
nombre des fonctions arbitraires de la même quantité p. 

Mais si l'équation proposée contenait les fonctions <pp et Xq , p et q étant 
des fonctions différentes de x , y , z> on ne pourrait pas parvenir à une 
équation du second ordre, débarrassée des fonctions $p et ^p , et de 
leurs dérivées ; il faudrait alors passer à * des équations d'un ordre 
supérieur. 

« • 
10 1. Considérons les équations du premier ordre qui peuvent résulter 
de l'élimination d'une fonction arbitraire <pp , et supposons, pour plus 
de simplicité, ce qui est toujours possible, que l'équation primitive soit 
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de la forme F(x , y , jj = <pp, p étant = f(x , y, , ou aura 
alors les deux équations primes 

FM ■+■ ïF'(z) '-+- / [F'M -t- Z ,F(i)\ = o. 

r (>/ -*- ïf(v ■+■ / [/' -t- t,/' ^ ] = » .: 

qui seront délivrées de fp ; et il jie s'agira plus que d'éliminer /, 
Le résultat de cette élimination est 

F' (x) ■+• t ' F' (Q F ( y) i,F'(l> t 

d'où résulte cette équation du premier ordre 

F'N xfM-F!M *f(*)+ï[F'(z!*r(y) - F' (y) *f(i)\ 

-+- Z, [F'W *f(i) - F'(i) *f(x) ] = o, 
qui ne contient que x,y, £ avec les fonctions primes ^ et 
Cette équation pourra donc être mise sous cette forme 

en faisant * 

■ 

N = 



F(i)*f(y) - r'(y)*f(i) 

F(*)*f(j) ~ r(y)*f(*) . 

F'(i)*r(y) - F(y)*f'(i) ' 
d'où Ton peut conclure 

1. ° Que toutes les équations du premier ordre entre x, y, Z> € et Zi 
qui ne seront pas réductibles à la forme précédente, ne pourront pas être 
dérivées d'une équation primitive entre x, y, ç et <pp , p étant une 
fonction de x, y , £,* 

2. ° Que toutes les équations du premier ordre réductibles à la forme 
précédente, pourront toujours avoir pour équation primitive une équation 
de la forme supposée F (x , y , %J = <pp , p étant =ffx, y , i). 

Car les valeurs des coèfiîciens M et N étant données en fonctions 
de x , y, i, on aura deux équations par lesquelles on pourra déterminer 
ies deux fonctions marquées par les caractéristiques Fetf; et la fonction 
marquée par <p demeurera arbitraire. 

Ce problème étant l'un des plus intéressais de la théorie des fonctions, 
je vais en donner ici une solution directe,, 

O * 
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102. Si on regarde de nouveau y et z comme fonctions de x, dont 
les fonctions primes soient / et tf, et qu'on considère les deux quantitcs 
l' h- N et Mi Ny' , ces quantitcs deviendront, par la substitution 
des expressions précédentes de M et de N, 

ffy)[F'(i)ï-*-F'(x)] - F'(y>U'(i)ï+r(*)) 

f' M If d) i r (y) y' ] - f (*) i f' (0 1 ± ^ (y) >' 1 
F'(i)*ïy - F'M'J'ù) 

Si on ajoute, et qu'on retranche en même temps du numérateur de la 
première la quantité F' (y) *f' (y)y' > et du numérateur de la seconde la 
quantité F' (x ) xf ( x) , et qu'on fasse attention que ( »/ j i ) F' ( x ) 
-4- F' (y) y' -+- F' (i)i est la fonction prime de F (x , y , i) , que 
nous dénoterons simplement par F(x, y, i)' > <I u e de môme /' ^.vj 
-*-f (y)y' -+-f (z)ï tst ' a fonction prime de f(x , y , z) > que nous 
dénoterons parelilemertf par/^x, y, i)'> 011 aura 

' n — f (y) %F ( x -y>*y - F '(y)*f(*>y^ï 

1 T "~ F'U)-f(y) - F'(y)*f(i) 

M . « F , (x)-. f(x,y, l y - r (x)* F(x,y tl )' 

Jil-^iy— F'U)f(y) - F(y)*f'(i) 

Si donc on regarde les variables y , 1 comme des fonctions de x 
déterminées par les équations du premier ordre 

t -+- N = o, Mi -h Ny' =0, 

il est clair que ces équations se réduiront à ces deux-ci , 

F ( x > y> z)' — °> e/ = °» 

dont les équations primitives sont évidemment 

F(x, y, x) s= A,f(x,f, zJ = B, 
A et B étant des constantes arbitraires ; de sorte -que ces équations 
primitives seront complètes à cause des deux constantes arbitraires A et B. 

Mais il est possible qu'en cherchant les équations primitives des 
équations £ N es 6 -, vW^' TV/ = o , où Met N sont des 
fonctions données de x, y, z, on ne les trouve pas sous la forme pré- 
cédente. Cependant sous quelque forme qu'elles puissent se présenter , 
si elles renferment deux constantes arbitraires a et b, elles doivent être. 
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comprises dans les précédentes , et les constantes A et B ne pourront 
.qu'être fonctions des constantes a et b. Si donc on tire de ces équations 
primitives les valeurs des constantes a et b , eu x, y, z> et que ces valeurs 
soient P et Q , en sorte que les équations dont il s'agit soient réduites à 
la forme P rr: a., Q es b , il s'ensuit que les fonctions F(x , y, z) 
et f(x, y, i) ne pourront être aussi que des fonctions de P et 
Donc , puisque l'équation primitive d'où l'équation du premier ordre 
S' h— jfl/ & -f- N = o est dérivée, est de la forme /"Y*, y, z) 
= $p \_f( x >y> iJ] » celte équation primitive deviendra/^/. (P, Q) 
zzz. <p ( fo/ict. P , Q) , la fonction marquée par <p demeurant arbitraire : 
d'où il résulte que P sera une fonction quelconque de Q; de sorte que 
l'équation primitive de l'équation dont il s'agit , du premier ordre , 
pourra être réduite en général à cette forme très-simple, P = <pQ> la 
fonction marquée par la caractéristique <p étant arbitraire. Cette méthode 
réduit, comme l'on voit, la détermination de la fonction de deux variables 
à celle de deux fonctions d'une seule variable; et elle est sur-tout remar- 
quable par la simplicité et la généralité du résultat. J'ai donné l'analyse 
précédente, parce qu'elle me paraît plus directe et plus naturelle que 
celles qui avaient été données jusqu'ici pour ce même objet , et j'ai cru 
qu'elle ne serait pas déplacée dans un écrit dont le but est de donner 
à l'analyse des fonctions toute la rigueur et la clarté dont elle est 
susceptible. 

103. La méthode précédente peut s'étendre aussi aux fonctions de plus 
de deux variables. Ainsi , si u est une fonction de trois variables x, y, z> 
déterminée par l'équation F(x , y , Z> u ) = V (p * f) > P et ^ étant 
des fonctions données de x , y, z» «/ et <p (p , q) étant une fonction 
quelconque de p , q , on trouvera , par une analyse semblable à celle 
du n.° 1 o 1 , en regardant y et z comme des fonctions de x , dont on 
déterminera les fonctions primes y' et z' > P ar ^ a supposition que p et a 
demeurent constantes; on trouvera, dis -je, une équation du premier 
ordre, délivrée de la fonction <p , de la forme suivante, 

1/ -+- Lu, -H M,u -f- N =: o, 
M , N, L étant des fonctions données de x, y , z> et ti , u t , t u , étant 
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les fonctions prîmes de u relativement à x , y et j; de sorte que toute 
équation entre x, v, z> « et les fonctions primes de u, qui ne serait pas de 
cette forme , ne pourra pas être dérivée d'une équation primitive de la 
forme ci-dessus. 

Pour les équations du premier ordre réductibles à la forme précédente, 
on trouvera aussi , par une analyse semblable à celle que nous venons de 
citer, que si on regarde v, u comme des fonctions de x déterminées 
par ces trois équations du premier ordre 

xi h- N = o , Lu' -4- N/ = o, Mit -+- N z ' = o, 

et qu'on en cherche les équations primitives qui devront renfermer trois 
constantes arbitraires a , b , c , qu'ensuite on tire de ces équations les 
valeurs de ces constantes , de manière que l'on ait a zzr P , b zzz Q , 
c z= R ; P > Q> R étant des fonctions données de x, y, z, u, on aura 
sur-le-champ P z=z <p(Q, R) pour l'équation primitive de l'équation 
proposée , dans laquelle <ç(P, Q) sera une fonction arbitraire de P et Q. 

1 04. Mais si Ton avait, par la détermination de z en fonction de x et y, 
une équation quelconque du premier ordre entre x, y, £, z' et Zt non 
réductible à la forme du n.° 101 , la méthode du n.° 102 ne servirait 
plus. Cependant on peut toujours, quelle que soit la forme de l'équation 
proposée, la ramener à la forme du n. 0, ioj , en y introduisant une 
variable de plus. 

Soit donc proposée l'équation 

i =z F(x,y, Zf ll ), 

h fonction indiquée par la caractéristique /'étant donnée; je suppose 
1, u , et comme z est fonction de x , y , il est clair que u sera aussi 
fonction de x, y; donc , prenant les fonctions primes relativement à x 
seul , on aura z'i = ti. Maintenant l'équation proposée deviendra 
l' =zF{x, y,i, u) ; prenant les fonctions primes relativement à y seul, 
-et observant que g et u sont fonctions de .v, y, on aura 

. i z= F (y) Zi F( Z J -H u t F(u), 
où les quantités F (y) , F (z) , F (u) dénotent les fonctions primes 
4e F(x , y , Z' u ) ' prises relativement au* variables isolées y, z , u, ainsi 
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que nous l'avons pratiqué jusqu'ici; donc, substituant u et //pour z t et z\> 
©n aura l'équation 

u' — F'fy) -+- uF'd) uf'fn), 
dans laquelle les quantités F (y) , F (j) , F' (u) seront des fonctions 
données de x , y, z et u. 

Cette équation serait donc susceptible de ia méthode du n.° 1 0 3 , si a 
était une fonction des variables x, y , z regardées comme indépendantes 
entre elles ; mais rien n'empcche de les regarder comme telles , et de 
regarder en même temps s comme une simple fonction de x , y , z » 
pourvu qu'on exprime, d'une manière conforme à cette supposition, les 
fonctions primes 1/ et u t qui se rapportent aux seules variables x et y. 

Qu'on dénote par u[ , u t et t u les fonctions primes de « relativement 
à x, y, 1, et il est facile de voir, par les principes établis pour la 
formation des fonctions primes , que , puisque z est essentiellement une 
fonction de x et y , dont z' et z, sont les fonctions primes relativement 
à chacune de ces variables isolées , la valeur complète de la fonction 
prime de a relativement à x sera u' -H t u^ , et que la valeur complète 
de la fonction prime de a relativement ky sera u, -+- pz, ; ces valeurs 
sont celles qui , dans l'équation ci-dessus , sont représentées simplement 
par 1/ et u t ; mais on a supposé i t — u, et par l'équation proposée on 
a z r = Ffx , y , i, u) ; donc les valeurs à substituer à u' et a, seront 
a' — f- ,ttF(x , y , f, u) , et u, -f- pu. Faisant donc ces substitutions, 
et ordonnant les termes suivant les quantités %i , u, et ju, on aura 
ji — u,F (u) H— ,m [ F(x, y, lt u)— uFfaJ] — F (y) — uF(z) = 0, 
équation qui, étant comparée à Ja formule générale. du n.° 103 , donne 
l*z-*—F'(u), M— Ffx, y, 1, u)-uF(u) et N= — F'(y) 
uF' (z): & 3°r te q ue tes trois équations par lesquelles il faudra 
déterminer y , z , u en fonctions de y , seront 

il — F (y) — «*YzV = o, • 
y/y.; -*-/[FM = °» " 

Ainsi la difficulté est réduite à trouver les équations primitives d'où 
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celles-ci peuvent être déduites; mais il suffira d'en trouver une , et il 
serait même inutile de trouver les deux autres. 

105. En effet, supposons qu'on ait trouvé les trois équations primitives 
avec les trois constantes arbitraires a, b, c , et soient P, Q, R les valeurs 
de ces constantes qui en résultent, on aura P = <p (Q, R) pour la 
forme générale de l'équation primitive en u (n? cité) . 

Cette équation, où la caractéristique <p désigne une fonction arbitraire , 
satisfera dans toute son étendue à l'équation du premier ordre en u, dans 
laquelle u est regardée comme fonction de x, y, %; mais u a été supposée 
égale à fa, et 1 doit être , d'après l'équation proposée, une fonction de xety; 
donc l'équation P =z ç(Q, R) est trop générale, et il faudra encore 
chercher les limitations qu'on doit donner à la fonction arbitraire relati- 
vement aux deux quantités P et Q, pour que cette équation réponde 
exactement à l'équation proposée. 

Mais , sans entrer dans celte recherche , j'observe que , quelle que 
puisse être la vraie forme de la fonction arbitraire, on peut la supposer 
égale à une constante; de sorte que P.z=. a, c'est-à-dire , une des équations 
primitives des trois équations ci-dessus, avec une constante arbitraire, 
donnera une valeur de u , qui satisfera à l'équation en u. 

Maintenant , en remettant i, pour a dans cette équation , on aura une 
équation du premier ordre entre x , y , £ et ç y , dans laquelle £ devra être 
regardée comme fonction de .v et y; mais, puisque cette équation ne 
contient que la fonction prime , relative à y t , on pourra regarder * 
comme constante, et 1 comme une simple fonction de y; on trouvera donc 
son équation primitive par l'analyse des fonctions d'une seule variable , 
et puisque x est regardée comme constante , la constante arbitraire qui 
entrera dans cette équation primitive pourra être aussi une fonction 
quelconque de .v , que nous nommerons p. 

On aura ainsi une valeur de 1 en x et y avec les deux quantités a etp , 
qui satisfera à l'équation proposée. La constante a demeurera arbitraire ; 
mais la fonction p devra être déterminée conformément à cette équation. 
Pour cela , il n'y aura qu'à y substituer l'expression de 1 dont il s'agit ; 
tous les termes qui renfermeront y se détruiront, et il ne restera que des 

termes 
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termes quî contiendront x , p et p' ; de sorte que l'on aura de noaveau une 
équation du premier ordre entre les variables x et p , dont l'équation primi- 
tive donnera la valeur de p en x, avec une nouvelle constante arbitraire h. 

De cette manière, on aura enfin une valeur de z en a- et y , avec deux 
constantes arbitraires a et b, qui satisfera à la proposée indépendamment 
de ces constantes. Cette valeur ne sera que particulière; mais on pourra, 
par la méthode du n.° o 5 , trouver la valeur générale de z> qui contiendra 
une fonction arbitraire. 

En effet, si f (x , y, z> a, b) =r o est l'équation trouvée pour la 
détermination de £, on fera b ça, et on égalera à zéro la fonction 
prime de f(x , y , £, a , ça} , prise relativement à la quantité a, regardée 
comme seule variable; on aura une équation qui servira à déterminer a , 
et l'équation f(x,y, z> a , <?a) —s o sera l'équation primitive cherchée de 
la proposée du premier ordre , la fonction marquée par la caractéristique <p 
demeurant arbitraire. 

J'ai cru devoir exposer cette méthode avec tout le détail nécessaire 
pour la faire bien entendre , parce qu'elle est nouvelle et qu'elle réduit 
toute l'analyse inverse des fonctions de deux variables qui ne passent pas 
le premier ordre, à l'analyse des fonctions d'une seule variable. 

* 

106. Pour éclaircir cette méthode par un exemple dont le calcul soit 
assez simple, supposons que l'équation proposée soit de cette lerme 

i = Ay -4- Bz -H f(x, z,), 

A et B étant des constantes, etffx, 7,) une fonction quelconque donnée 
de.vet de En rapportant cette équation à la formule générale du numéro 
précédent, on aura F (x, y , 1, z,) =r A y -+- Bz H- f(x, %,) ; 
donc F(x , y , %, u) = Ay -H Bi~\-f(x, u) , et de-Ià, en prenant 
les fonctions primes relativement à y et £, F (y) = A, F' (?J — B; 
de sorte qu'en faisant ces substitutions dans les trois équations du premier 
ordre entre x, y , z> a, la première d'entre elles deviendra li — A 
— B u o ; laquelle ne contenant que la variable u , qu'on suppose 
fonction de x , aura une équation primitive indépendamment des deux 
autres. En effet, si on multiplie cette équation par e~ fi * , c étant le nombre 

P 
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dont le logarithme hyperbolique est l'unité, son premier nombre deviendra 

Ae ~ B * 

la fonction prime de tie""* H j , comme il est aisé de s'en 

assurer, en cherchant la fonction prime de cette quantité par les formules 
du numéro 3 2. 

Ainsi, comme le second membre est nul, on aura, en passant aux 

A 

fonctions primitives (u H — ) e~ B * = a , a étant une constante 

arbitraire. 

A 

Cette équation donnera donc u z= \- a e' K , et substituant 

pour a sa valeur i, , on aura l'équation prime £, = 1- ae ' , 

dans laquelle i t étant la fonction prime de 1 relativement à y seul , on 
pourra regarder x comme constante, et 3 comme fonction de y. Ainsi, 
comme le second membre ne contient ni y ni 1 , sa fonction primitive 

dans cette supposition sera simplement ( ^ H ae"') y ; donc, 

passant des fonctions primes relatives à y seul, aux fonctions primitives, 
on aura l 'équation primitive 

z = ( — y--*- «*")y h- p, 

p étant une fonction quelconque de x qui peut être ajoutée comme 
constante, puisque sa fonction prime relativement est nulle. 

De cette expression de 1 on tirera celles des deux fonctions primes g 
et i, relatives à x et y ; et l'on aura 

Z, — f- H- a* "; 

ces valeurs étant substituées dans l'équation proposée, elle deviendra 
Wj ~+- // = Ay -+- B( ±- -H ae B ')y -t- Bp ^ 
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laquelle se réduit à 

f = Bp-*-f(x. j v~ **•). 

où l'on voit que les y ont disparu , de manière qu'on pourra déterminer 
p en fonction de .v seul. 

Qu'on multiplie cette équation par e" a * , et qu'on suppose 

<-"f(*> A B ~ "H «'V = ^ 

elle deviendra 

= 

et passant aux fonctions primitives , on aura 

pe~ B * E== Fx -H h, 
h étant une constante arbitraire. De-là on tire 

• p = e**^* H- V; 
donc , substituant cette valeur dans l'expression de £ trouvée ci-dessus, 
on aura 

z = ( — f-t- « s Vx -+- /» ■+■ 

Cette v r aleur de 3 n'est que particulière , mais comme elle contient les 
deux constantes arbitraires a et b , elle donnera la valeur générale, si on 
fait b zzz <pa, et qu'on détermine a par l'équation 

y _4_ F (a) H- <p'a = o; 
en désignant par la fonction prime de Fx prise relativement à a. 

Si 5 = o , le calcul devient plus simple , et l'on trouvera , en 
faisant f(x, Ax -f- a) -=. Z* 7 *, les deux équations 

l — (Ax a)y -\- Fx ça, 
y — I— F'a ç'a = o, 
d'où il faudra éliminer d. 

107. Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce qui regarde 
les fonctions de plusieurs variables. Ceux qui connaissent le calcul 
qu'on appelle aux différences paitie/Ies , pourront aisément le rapprocher 

P 2 
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de l'analyse de ces fonctions , et donner par - là à cette analyse les 
développemens qu'on y pourrait encore désirer. 

Notre objet, dans cette première partie, n'a été que d'établir la théorie des 
fonctions et des équations dérivées , d'une manière purement analytique 
et indépendante de toute supposition ou considération étrangère. 

* 

Fin de ht première Partie^ 
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io8.JLes opérations ordinaires de l'algèbre suffisent pour résoudre 
les problèmes de la théorie des courbes , qui ne consistent que dans 
des rapports de lignes tirées d'une certaine manière et terminées aux 
courbes; mais la détermination des tangentes, des rayons de courbure, 
des aires , &c. dépend essentiellement des opérations relatives aux 
fonctions. 

Suivant les anciens géomètres , une ligne droite est tangente d'une 
courbe, lorsqu'ayant un point commun avec la courbe, on ne peut 
mener par ce point aucune autre droite entre elle et la courbe ; c'est 
par ce principe qu'ils ont déterminé les tangentes dans le petit nombre 
des courbes qu'ils ont considérées. Mais, depuis que, par l'application 
de l'algèbre à la géométrie , les courbes ont été soumises à l'analyse , on 
a envisagé les tangentes sous d'autres points de vue ; on les a regardées 
comme des sécantes dont les deux points ^d'intersection sont réunis , 
ou comme le prolongement des côtés infiniment petits de la courbe 
considérée comme un poligone d'une infinité de côtés , ou comme la 
direction du mouvement composé, par lequel ia courbe peut être décrite; 
et ces différentes manières de considérer les tangentes ont donné lieu aux 
méthodes algébriques fondées sur l'égalité des racines des équations , • 
et aux méthodes différentielles {oiuUgs sur le rapport des différences 
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infiniment petites, ou des fluxions des coordonnées. Ces me'thodes ne 
hissent rien à déairer 'pour la généralité et la simplicité; mais ceux qui 
admirent avec raison l'évidence et la rigueur des anciennes démonstrations, 
regrettent de ne pas trouver ces avantages dans les principes de ces nouvelles 
méthodes. La théorie des fonctions que nous avons développée dans la 
première partie, nous met en état de traiter le problème des tangentes, et 
les autres problèmes du même genre , d'après les notions et les principes 
des anciens , et de donner ainsi aux résultats de l'analyse le caractère 
qui distingue leurs solutions. 

* 

i op. Pour considérer ces questions d'une manière générale, soit y — fx 
l'équation d'une courbe quelconque proposée, et q = Fp l'équation d'une 
ligne droite ou d'une autre courbe qu'on veut comparer à celle-là, x et/ 
sont l'abscisse et l'ordonnée de la première courbe,^ et q sont aussi l'abscisse 
et l'ordonnée de l'autre courbe , rapportées aux mêmes axes que x et /. 

Pour que ces deux courbes aient u n point commun relatif à l'abcisse x, 
il faut qu'en faisant p = x , on ait q = y ; donc y zsz Fx , et par 
conséquent Fx = fx. 

Pour comparer maintenant le cours de ces courbes au-delà de ce point, 
on mettra dans leurs équations x -+- / à la place de x et de p , et l'on 
aura //.y i) et F(x-\-i) pour les ordonnées répondant au même 
point de l'axe des x , et éloignées de la quantité / de l'ordonnée qui passe 
par le point commun. Donc la différence de ces ordonnées sera f{x-fi) 
— F ( x -+- i) , savoir, en développant les fonctions et observant que 

l'on a déjà/* — Fx =5 o, i(fx — Fx) -+- — (j"x—F"x) 

H ^— (f" x — F x ) -4- &c. , et cette différence exprimera la distance 

des points des deux courbes qui répondent à la même abscisse x -f- l 
On voit d'abord en général que cette distance sera d'autant plus petite, 

et que par conséquent les courbes se rapprocheront d'autant plus qu il 

y aura plus de termes qui disparaîtront au commencement de -cette série. 
Ainsi le rapprochement sera plus grand, si l'on a fx = F'x, t'tst-à- 

dire , si les fonctions primes des ordonnées des deux courbes deviennent 
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égales pour la môme abscisse il sera plus grand encore si de plus 
ies fonctions secondes f"x, ttfx des mêmes ordonnées deviennent aussi 
égales , et ainsi de suite. 

1 1 o. Mais , pour voir de plus près en quoi consistent ces difFcrens 
degrés de rapprochement , nous considérerons une troisième courbe 
quelconque , rapportée aux mêmes axes par les coordonnées r et s , et 
dont l'équation soit s z=z <pr, et nous supposerons d'abord qu'elle aiç 
au*si avec les deux autres un point commun pour la même abscisse x, ce 
quï exige que les ordonnées à cette abscisse soient égales, et par conséquent 
que l'on ait aussi <px — fx — Fx. 

Soit D la différence des ordonnées des deux premières courbes pour 
la même abscisse x H— '« et A la différence des ordonnées de la première 
courbe et de la troisième pour la même abscisse x -4- /, on aura 

D = f(* + Vt F(* ■+■ 'A 

et de même 

a =f(x -+- - *(* -+- »■ 

II est clair que la troisième courbe ne pourra passer entre les deux 
premières , à moins que pour une valeur quelconque de / , aussi petite 
qu'on voudra , la valeur de D ne surpasse celle de A , abstraction faite 
des signes. 

Développons les fonctions f(x i) , F(x -f- i), $(x i ) 
partiellement, suivant la formule du n.° 53, et arrêtons-nous d'abord 
aux deux premiers termes. Nommant j une quantité indéterminée , mais 
renfermée entre les limites 0 et i, on aura par cette formule 

f(* ± i) ^f*r*-.>f» -4-/" (* -h ,7. 

et de même # , 

F(x -4- i) = Fx iFx -+- -~ r(x -4- j), 

<p(x -4- i) = <px -4- W* H 7— ?" (x -4- j), 

où la quantité j pourra n'être pas la même dans les trois fonctions, pourvu 
qu'elle soit renfermée entre les mêmes limites, 



> 
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Faisant ces substitutions dans les expressions de D et A, on aura, i 
cause defx = Fx=z<px, en venu du point commun aux trois courbes, 

d = \(f* - f X ) -t- -4- [f(* ■+■ /;—fy* -w;]. 

A = Iffx - x) -t- -f- [f(x -+- Jj-tf (x ■+-))}. 

Supposons maintenant que les deux premières courbes soient telles que 
ton ait/ 7 * ss F'*, la valeur de D se réduira à 

d = -f - W(* -+- ;V — ^ r* -h ;/] ; 

et il est aiié de se convaincre que tant que Je terme affecté de i dans 
l'expression de A ne sera pas nul, on pourra toujours prendre / assez 
petit pour que la quantité A devienne plus grande que la quantité D, 
abstraction faite des signes. En effet, en divisant ces deux quantités par 

■ 

11 suffira que la quantité fx — q'x soit plus grande que [ f (x -+- j) 

— F" (x , ce qui est évidemment toujours possible , en prenant i 

aussi petit qu'on voudra ; et il est visible aussi qu'aussitôt que cette 
condition aura lieu pour une valeur déterminée de i , elle aura lieu à 
plus forte raison pour toutes les valeurs plus petites de /. 

Donc la troisième courbe ne pourra dans ce cas passer entre les deux 
premières, à moins que la quantité^' x — <p' x ne devienne nulle, c'est-à- 
dire, qu'on n'ait <tfxz=zf'x, auquel cas la conclusion précédente cessera 
d'avoir lieu. 

i i r. Supposons ensuite que l'on ait à la fois F' x z^zfx et F" x r= fx, 
en prenant trois termes dans le développement des fonctions , nous aurons 
par la même formule du n.° 53 , 

/ (x + i) -fx -H if x —H Lf x h_ JLf« (x -+- j), 
F(x i) — Fx -+- îFx -+--£- F" x +.-L-F m (x -t- j), 
9(x H- 0 = -H if'x H — +.-L-t«(x H- 

Ces 
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Ces valeurs, substituées dans les expressions générales de D et A, à 
cause de fx = Fx • = <p x , et f x •=. F'x , f x — F" x , donneront 

D =-f- [f(x -t- j) — F" {x -+- j) ] , 

^- »v* ■+->;]. 

Ici , il est aisé de voir que , tant que les termes affectés de /' et de f* 
dans l'expression de A ne seront pas nuis , on pourra prendre / assez 
petit pour que la quantité A devienne plus grande que D , abstraction 
faite des signes. Car divisant ces deux quantités par /, ii suffira que 

la quantité f x <p' x -\ — (f" x — q>"xj soit plus grande que — — 

[f" (x -+- j) — F'" (x H— j) ] , ce qui est évidemment possible 

lorsque f'x — f' x n'est pas nulle; et si/' x q,' x est nulle, alors , 

en divisant encore par /, il suffira que f'x — <p"x soit une quantité 

plus grande que \J"' ( x -+- j) — F'" ( X-+-J) ] ; ce qui est encore 

visiblement possible, en diminuant la valeur de / tant qu'on voudra, 
pourvu que y** — <p" x ne soit pas nulle. 

Donc , dans ce cas , la troisième courbe ne pourra passer entre les 
deux premières, à moins cfu'on n'ait à la fois <f'x =z fx et <p"x n:/* x. 

On prouvera, de la même manière, que si l'on a pour les deux premières 
courbes fx = F' x , f" xzzz F" x , et f m x ZZZ F* x , la troisième courbe 
ne pourra être menée entre les deux premières , à moins que l'on n'ait 
aussi x — fx, <p"x = f x, q>"' x = f'x; et ainsi de suite. 

lia. On peut conclure de-Ià en général, que si l'on a une courbe 
quelconque, et qu'une autre courbe donnée ait un point commun avec 
celle-là , ce qui exige que leurs ordonnées pour la même abscisse soient 
égales ; que , de plus , les fonctions primes de ces ordonnées pour la même 
abscisse commune soient aussi égales , alors il sera impossible qu'aucune 
autre courbe qu'on mènerait par le même point commun passe entre les 
deux courbes, à moins que la fonction prime de son ordonnée pour 
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la même abscisse , ne soit aussi égale aux fonctions primes de leurs 

ordonnées. 

Et si , outre les fonctions primes Je ces ordonnées , Jeurs fonctions 
secondes pour la même abscisse étaient aussi égales , alors il serait 
impossible qu'aucune autre courbe qui passerait par le point commun, 
passât enne les deux courbes, à moins que les fonction* prime et 
seconde de son ordonnée ne fussent respectivement égales aux fonctions 
prime et seconde de l'ordonnée commune aux deux courbes, et ainsi 
du reste. 

A proprement parler, ces courbes ne coïncident que dans le point où 
les ordonnées sont égales , et l'égalité des fonctions primes , secondes , &c. 
de ces ordonnées ne les rend pas plus coïncidentes dans d'autres points , 
mais elle les fait approcher de manière qu'aucune autre courbe pour 
Jaquelle la même égalité n'aura pas lieu ne puisse passer entre elles. 

C'est-là l'idée nette qu'on doit se faire de ces difierens. degrés de rappro- 
chement des courbes, que l'on appelle communément contact, oscillation , &c. 
et que la manière ordinaire de concevoir le calcul différentiel fait regarder 
comme des coïncidences plus ou moins rigoureuses, ou plus ou moins 
étendues. 

113. Ayant donc une courbe quelconque représentée par l'équation 
yz=.fx, comparons-la d'abord avec une ligne droite quelconque. Puisque 
nous avons" représenté en général par a = Fp l'équation de la courbe 
à laquelle on veut comparer la proposée ( n.° iop ) , on aura , pour 
la ligne droite , Fp — a -f- b p , a et b étant deux constantes qui 
déterminent la position de cette droite. 

La condition d'un point commun donne d'abord fx — Fxz=za H— b x ; 
et on pourra y satisfaire au moyen d'une des indéterminées a ou 

Supposons ensuite/'* z=. F x, il est clair qu'en changeant dans a -4- bp, 
p en a-, et prenant la fonction prime, on aura F'xz=.b; donc/ 7 * — b. 
Ainsi les valeurs de a et b seront déterminées par ces deux conditions ; 
car on aura b — fx, et a = fx — xf'x. Donc l'équation à la ligne 
droite deviendra cj =r fx — xf'x h- pf'x, p et q étant les deux 
coordonnées , et l'abcisse a- étant regardée comme constante. 
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Je dis maintenant que cette droite a la propriété qu'aucune autre droite 
ne pourra être menée entre elle et Ja courbe. 

Car, soit s <pr z=. g —H hr l'équation d'une autre droite quel- 
conque (n.° 1 10) , pour qu'elle passe par le même point commun , H 
faudra que l'on ait aussi $ x zzzfx; et pour qu'elle puisse passer entre la 
courbe et la droite que nous venons de déterminer , il faudra de plus que 
i'on ait f'x fn.° 1 1 1 } ; ces deux conditions donnent g-±-hx zzzfx 

et h — fx; d'où l'on tire pour £ et // les mêmes valeurs que nous venons 
de trouver pour a et b ; de sorte que cette dernière droite coïncidera 
avec la première. 

Donc la droite déterminée par l'équation q a -+- bp,où a ~JX — xf x 
et b z= f'x sera tangente de Ja courbe représentée par l'équation y z=.fx, 
au point qui répond à l'abscisse p = x (tt* 108). 

Puisque y ss fx , on aura , suivant la notation employée dans la 
première partie , y' sss f'x ; donc les expressions de a et b seront plus 
simplement a =z y — xy' et b /. 

1 14. Dans l'équation à la ligne droite q = a -\-bp, il est aisé de 
voir que b exprime la tangente de l'angle que cette droite fait avec l'axe» 

et que ^- est l'abscisse qui répond au point où la même droite 

coupe l'axe. Donc cette droite étant tangente à la courbe au point 
où p = x , / sera la tangente de l'angle qu'elle fait avec l'axe , et x 

.... a y 



== — — sera ce qu'on appelle la sous-tangente. 



h y 



De plus, si on représente par s =z <t Q>r une autre droite qui 
passe par le même point de la courbe , r et s étant les deux coordonnées 
de cette droite, on aura pour ce point r =r p — x, s = q = y ; 
donc a bx — <t -H /3x; et si on veut que cette droite coupe la 
première sous un angle dont la tangente soit m, comme b et /S sont les 
tangentes des angles que ces deux droites font avec le même axe , on aura 

par les formules connues de la trigonométrie £ = 7— ; donc ttz=za 

1 — 0 m 

x ( \ -+- b' )m 1 

1 - b m : °" ^ n 'y aura < l u ' a su ^ s " tue r * es valeurs de a et K 
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Si on veut que celte seconde droite soit perpendiculaire à la tangente, 

on fera m — : oo , c'est-à-dire , — - — = o , et ion aura simplement 



i 

m 

x _ i i 



et = a x(b H — j ) = y -+- y-,et/2 = — y ==— • 
Aitiii ,— sera ia tangente de l'angle que cette perpendiculaire 

qu'on appelle communément normale , fera avec l'axe , et .v s | - 

~ — jjr sera la partie de l'axe comprise entre le point où elle coupe 
l'axe et l'ordonnée, c'est-à-dire, la sous-normale. 

Si les deux coordonnées x,y de la courbe étaient exprimées en fonctions 
d'une troisième variable quelconque, alors prenant x*- et y pour les fonctions 

primes de a* et y relativement à cette autre variable , il n'y aurait qu'à 

* * «' 
mettre par tout dans les formules précédentes à la place de / (n.° 

II serait superflu d'appliquer ces formules à des exemples ; car , pour 
peu qu'on sache les premiers élémens du calcul différentiel , on ne peut 
manquer d'apercevoir l'identité des formules précédentes avec les for- 
mules différentielles connues. 

115. Prenons maintenant le cercle pour le comparer avec la courbe 
proposée. L'équation générale du cercle rapportée aux coordonnées 
rectangles p et q est (p — a)* -+- (tj — b) 1 = c\ où a et 6 sont 
les coordonnées qui répondent au centre, et c est le" rayon du cercle. 
Delà on tire <j = b -+- Y [c\ — (p — a) 1 } — Fp; donc Fx 



x — a 



= *-+-V [f — (x — a)'] et Fx = 

v[c* — (* — ")] 

Faisons donc Fx — fx = y, et F' x = fx 5= /, et tirons de 
ces équations les valeurs de a et b, la seconde donne / [c 1 — fx — a)* ] 

— — , d'où l'on tire x — a — ! ensuite la 

première donne jr - — b — / [V — — d )* ] — - *~ a 

y 

ï=z • —. r—- ; donc 
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* = * — w^rr- b = y -* ^PT' 

Si on regarde le rayon c comme donné, U ne reste pins d'arbitraires 
dans l'équation ; et i'on en conclura que le cercle donné, dont le centre 
est déterminé par les coordonnées a et b t est tel qu'on ne pourrait mener 
entre lui et la courbe aucun autre arc de môme rayon , mais placé 
différemment. 

Car, pour un autre cercle du même rayon c , rapporté ayx coordonnées r 
et s, et dont les coordonnées du centre seraient g et h, on aurait l'équation 
s = <pr z=z h — r- y ff* — (r — et pour que ce cercle eût 

le même point commun avec la courbe proposée, et pût passer entre 
cette courbe et le cercle déjà déterminé , il faudrait que l'on eût aussi <px 
fx :zr v et <p'x f'x zzz y' ; équations qui serviraient à déterminer 
les deux quantités g et h ; or , il est visible que ces équations sont de 
la même forme que les précédentes , les quantités g et h étant à la place 
de a et b; donc elles donneront pour g et h les mêmes valeurs que l'on 
a trouvées pour a et b ; par conséquent le nouveau cercle se confondra 
avec le cercle déterminé par ces valeurs. 

Donc, suivant la même notion des tangentes, le cercle de rayon c, 
dont le centre sera déterminé par les coordonnées a et b , sera tangent i 
ia courbe proposée dont x et y sont les coordonnées. 

Comme cette conclusion a lieu, quelle que soit la valeur du rayon c , 
on peut regarder c comme indéterminé dans les expressions de a et b ; 
alors ces coordonnées a et b appartiendront à une ligne droite dont 
l'équation résultera de l'élimination de c, et qui sera par conséquent 

»=/ H — y—- 

Cette droite sera donc le lieu des centres de tous les cercles qui peuvent 
être tangens de la courbe; elle sera donc normale à la courbe; en effet , 
on voit que l'équation de cette droite , où a et b sont les coordonnées , 
coïncide avec celle de la normale trouvée plus haut (n.° i jfj. 

- i i 6. Maintenant, parmi ces difTérens cercles qui satisfont aux conditions 
Fx =fx z= y , F'x z=z f'x r= /, on peut eu trouver un qui saiiiiiisse 
de plus à la condition F'x~f"x =/"• 
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En effet, ayant trouvé ci-dessus F' x z=z r. ' . - , on 

*i c — (*—«) 1 

en déduira F" x = 5 — ; ainsi on aura l'équation 

y" = — — : — ; or , on a déjà trouvé dans le même 

endroit Y [<■'* — (x — a} 1 ] z=z — — ~-r= — * „ , ; donc 011 

• y *(*~*-y V 



1 



aura y _ JL±£LJj et de- la f== ^ -/V , 
c y 

Substituant cette valeur dans les expressions de a et b , on aura 
a — x y , ù — y H y — . 

Les trois constantes a, b, c qui entrent dans l'équation générale Ju 
cercle étant ainsi déterminées, on en peut conclure qu'aucun autre cercle 
ne pourra passer entre la courbe proposée et celui qui est déterminé par 
ces valeurs de a , b , c. En effet , pour qu'une autre courbe quelconque 
rapportée aux coordonnées r, s, et représentée par l'équation s ■=. Çr, 
pût passer entre la courbe et le cercle dont il s'agit, il faudrait que ion 
eût <px = fx ==y, ç'x =: f'x =/ et ç" x z=z fx=f ( nS 1 u) ; 
or , si cette courbe est un cercle , prenant les quantités g , h , k , à la 
place de a, b, c, on aura pour <çx , <p' x , <p"x les mêmes expressions 
que pour Fx, F'x, F" x, en substituant seulement dans celles-ci^, h, k, 
au lieu de a , b , c ; donc les trois équations que l'on aura pour la déter- 
mination de g, h, k, seront les mêmes que celles par lesquelles on a 
déterminé a, b , c ; donc les valeurs de g , h , k seront nécessairement 
les mêmes que celles de a, b, c; par conséquent le nouveau cercle qui 
devrait passer entre la courbe et le cercle déjà déterminé , coïncidera 
avec celui-ci et n'en formera qu'un avec lui. 

Donc ce cercle aura, relativement aux cercles , la même propriété que 
la tangente à l'égard des lignes droites ; ce sera ce que les géomètres 
appellent cercle osculateur ou cercle de courbure , parce qu'il sert à mesurer 
la courbure de la courbe. 

La quantité c sera le rayon de ce cercle , qu'on nomme simplement rayon 
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de courbure , et les quantités a, b seront les coordonnées de Ja courbe 
qui sera le lieu de tous les centres de ces cercles. 

1 17. On peut maintenant présenter cette théorie d'une manière plus 

générale. 

Soient .v, y les coordonnées de la courbe rVroposée, qui peut être quel- 
conque, et p, <j les coordonnées de la courbe qu'on veut lui comparer, 
et qui est supposée donnée. 

Supposons que l'équation de cette courbe renferme , avec les variables p 
et <j , des constantes indéterminées a, b,c, &c. , et représentons-la par 
F(p, (j , a, b , c...J z=zz o. 

Si dans cette équation on change p en .v, <] en y, on a F(x,y,^i t 
h, c...)-=.o, équation qui donne la condition nécessaire pour que la 
courbe donnée ait un point commun avec la courbe proposée. 

Dénotons par F(x, y, et, b , c...)' la fonction prime^, par F(x , y , 
a , b, c...)" la fonction seconde, &c. de la fonction F(x , y, a, b, c.) , 
en regardant y comme fonction de*, et a,b, c, &c. comme des constantes. 

CeJa posé, s'il n'y a que deux constantes indéterminées a et b , et qu'on 
les détermine par les deux équations 

F(x,y,a,b) == o, F' ' (x , y , a , l) = 0, 

alors la courbe donnée, dont l'équation est F(p, q, a, b) — o, sera 
tangente de la courbe proposée, au point où p = x. 

S'il y a trois constantes indéterminées a, b, c, et qu'on les détermine 
par les trois équations 

F(x,y,a, b,c) z=o, F(x,y,<i, b,c/=o, F (x ,y , a,b , c J" — o , 
la courbe donnée, dont l'équation est F(p,<j,a,b,c)z=zo, sera 
oscillatoire de la courbe proposée , c'est-à-dire, aura meme courbure, au 
point qui répond à l'abscisse p = .v ; et ainsi de suite. . 

Cela suit immédiatement des principes établis ci-dessus , car l'équation 
prime F (x , y , a ,b ,c . . ./ = o , donne la valeur de/ en x, y, a , b, c . . ., 
l'équation seconde F (x, a , b . c . . . / =± o donne celle de/ en x,y, 
/ et a , b, c . . . ; et ainsi de suite. 

On peut en général appeler contact du premier ordre le rapprochement 
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de deux courbes qui se touchent dans un po;nt; contact du second ordre , 
lorsqu'elles ont de plus la même courbure; et ainsi de suite. 

On peut appeler aussi les constantes a, b , c , &c. , qui déterminent le 
contact , élémens du contact. 

Ainsi le contact d'un ordre quelconque m dépendra de ni -f- i élémens 
a, b, c, &lc. : et la détermination de ces élémens se tirera de l'équation 
F(x,y,a,b,c.,.) rrz o de la courbe donnée qui forme le contact, 
et des équations dérivées de celle-ci jusqu'à celle de l'ordre m"'. 

La propriété analytique de ces contacts est donc que , lorsque deux 
courbes ont entre elles un contact d'un ordre donné, leurs ordonnées et 
les fonctions primes, secondes, &c. de ces ordonnées jusqu'à l'ordre du 
contact , sont les mêmes ; et leur propriété géométrique consiste en ce 
qu'aucune autre courbe , qui n'aura pas avec elles un contact du même 
ordre , v ne pourra être menée entre l'une et l'autre fa. 0 I i2 )% * 

i i 8. La courbe donnée, qui forme le contact, étant par exemple une ligne 
droite dont l'équation la plus générale est y — a — ^.v zrz o , elle ne sera 
susceptible que d'un contact du premier ordre , puisqu'il n'y a que deux 
élémens a et ù ; et l'on aura pour la détermination de ces élémens les 
deux équations y — a — bx z=z o, y' — b = b , d'où l'on tire 
b zzz y' et a zzz y — xy' , comme ci-dessus / /// / / j ). 

Prenons pour la courbe du contact un cercle dont l'équation la plus 
générale est ( x— a J 1 -+- f y — b ) x — c 1 zzz. o , elle ne sera susceptible 
que d'un contact du second ordre, puisqu'il n'y a que trois élémens et, b, c. 
On déterminera donc ces élémens par les trois équations ( x — a )' —\~ 

(y — b T • — c 1 z=z o , x a -f- ( y — b J / = o , et 

I -+- ( y — b ) y" f % = o , dont la seconde et .la troisième sont 
les équations prime et seconde de la première. De ces équations on 

tire toift de suite y — - b = w — , .v — a — jr - , 

y ' y 



( i •+- y' 1 ) 1 

c z=z - / comme plus haut f n.' i // ). 

Si on prenait l'équation à la parabole / n a -h- bx — f— ex* , qui n 'a 
aussi que trois constantes arbitraires , on aurait de même , pour la 

détermination 
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détermination. dé ; ces constantes, regardées comme Siemens, d'un contact 
du second ordre , les équations y <r — A.v' — ex 1 — o,/ — h — 

2. ex z=. o , y" — 2 c z=z o , lesquelles donnent c zz=. , h zzz y — 

*/'. - = / ± x/ -H - i > ■ ■•■ ,■-■■■> 

Mais si on prenait l'équation à la parabole cubique y =: a -f- h x 
f.v* —h- , ellr pourrait avoir un contact du troisième ordre, dont 
les élémens seraient a, l>, c ,.<1, et se détermineraient par , les équation* 

y — a — bx 'cx'-~r- 4x x 5=; o k — \X*X: 3 <^ := o . 

/ — 2 r — 6 Jx ==f o , y — '6 t/ o ; on aurait ainsi A == 

' ■ ♦ • o 

„ • • • 1 . , J .(.■«.!>' . il. t ' * »> 

c — z -, * =/ — A 7 **? —Y" -H 

— - — . 

Et ainsi de suite. 1 ' ; " 

I io. Enlin si on demande la courbe la plus simple qui aura avec 
une courbe proposée un contact d'un <syrdre ; t|U;.lconqu j /// , prenant x et y 
pour l'abscisse et 1 ordonnée de la proposée , p et q pour celles de la. 
courbe cherchée, et regardant y comme fonction de x, q comme fonction 
de p , on lera 

* « 

en prenant dans lé second membre autant de termes qu'il y a d'unité* 
dans m -H i. 

Car en prenant les fonctions dérivées relativement à p , et faisant 
ensuite p zrr*,'on aura q r= y , q' z=z / , q" zzzz y" , &c. , jusqu'à 
<f* ■■==: y"*; 'donc ces deux courbes auront dans ie point commun qui 
répond à p — .v , les conditions nécessaires pour un contact de l'ordre ///'" 
( n. os 1 1 2 et i iy}. 

La COUrbe représentée par l'équation précédente , et qui est , comme 
l'on voit, du genre parabolique, aura ainsi dans le point-commun à la 
courbe proposée, le cours le plus approchant de celui de cette courbe, 

R 
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J * » ^ mm I » . % * i 

de manière qu'aucune autre courbe du même geure ne pourra passer 
entre ces <Jcux, si elle n'est pas d'un degré plus haut. 

I 20. La théorie que nous venons de donner sur le contact des courbes, 
n'est qu'une suite de la théorie générale du développement des fonctions 
exposée dans la première partie. Mais nous avons vu (9* 40 et suiv.J 
qu'il y a des cas particuliers où ce développement échappe à la forme 
générale, et que ces cas sont ceux où une valeur donnée de x rend 
Infinies les fonctions dérivées f'x,f" x, &c. Alors le développement de 
f(x -H /'/ contiendra nécessairement, pour cette valeur de x, d'autres 
puissances de r que les simples puissances /', /\ &c. : et l'analyse des n.°' 1 1 o 
et 1 1 1 se trouvera en défaut. Quoique ces exceptions ne portent aucune 
atteinte à la théorie générale, il est nécessaire, pour ne rien laisser à 
désirer , de voir comment elle doit être modifiée dans les cas particuliers 
dont il s'agit. 

Supposons donc qu'en faisant x = m, la fonction f(x -h- i), développée 
en une série ascendante de /, soit de la forme fm H- A i h -H B /" + * 
H— Ci K + t *~*' f H— &c. : ix, r, &c. étant toujours des nombres positifs. 

Je remarque d'abord qu'on peut trouver les cocfHciens A , B, C, &r., 
ainsi que les exposans X, fi t t, &c. , par une méthode semblable à ce\\e 
du n.° n. On fera d'abord f (m -+- i) — f m -+-/'* P, et on prendra 

pour i K la plus haute puissance de i qui divisera/ ( m -+- i ) fm, 

après les réductions convenables , de manière que le quotient P ne devienne 
ni nul ni infini , en faisant ;' z=z o. Lorsque m — o, l'exposant A pourra 
être négatif; dans tout autre cas, il sera évidemment toujours positif. 
On fera ensuite P z=z A -+- Q, A étant la valeur de P lorsque / — o , 
et on prendra pour #'* la plus haute puissance positive de /, qui divisera 
P — A , de manière que le quotient Q ne devienne ni nul , ni infini , 
lorsque f = o. On continuera en supposant Q =z B -+- i" R, B étant 
la valeur de Q lorsque / zz^ o , et i* la plus haute puissance positive de 
i' qui divisera Q — B , en sorte que le quotient R ne soit ni nul, ni 
infini , lorsque r =r o ; et ainsi de suite. On aura , de cette manière , 
f(m -4-/7 - fm -\-i K P W/*.Hr- + * Q =/« -4? 'M 

-fr-.jW #~H/ A + f< - , -''/? = &c. 



V 
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On a, pour trouver les termes successifs d'une série, des méthodes plci* 
courtes ou d'un calcul plus facile, mais la précédente a l'avantage de 
ne développer la série qu'autant que l'on veut et de donner la valeur 
du reste. Nous n'aurons pas besoin, pour notre objet , de connaître ce* 
restes , il nous suffira de savoir qu'ils peuvent toujours s'exprimer par, 
des quantités de la forme que nous venons de trouver. 

Cela posé, considérons la courbe représentée par 4'équation y zzzfx, 
x étant l'abscisse et y l'ordonnée ; supposons qu'elle ait un point commun 
avec une autre courbe dont l'ordonnée soit F x , et que- ce point réponde 
à l'abscisse m, en sorte que l'on ait F m z=:f/n. Au -de! à -de ce point les 
ordonnées des deux courbes seront/ ( m-+-i ) , F ( m H— i) pour une abscisse 
quelconque m H— /'/ et leur différence, que je désignerai par D , sera 
f ( m i) — F (m-^-i). 

Développons la fonction F ( m / ) comme la fonction / ( m -4- / ) , 
et soit F (m -+- i) — F m H— r p , p = et -4- i* q, <J = & -4- i 7 r, &c. , 
a , t , &c. étant des nombres positifs , et et. Q> , Sic. étant les valeurs de 
p , q , &c. lorsque i z=z o ; on aura d'abord , à cause de F m = f À, 
D = i x A — i p <t -f- i* Q — P + 'q. 

Les deux premiers termes du développement de f ( m i) étant 
/ m H- i K A, et ceux du développement de F ( m —h- i ) étant Fm —H i p a. , 
supposons qu'ils deviennent égaux , en sorte qu'on ait aussi c> ss X et 
et =1 A ; la première de ces deux conditions dépendra de la nature des 
fonctions désignées par f et F , mais la seconde pourra toujours être 
remplie comme la condition de F m zzzfm par le moyen des constantes 
arbitraires a, b, c, &c. , qui entreront dans la fonction Fx. On aura 
donc, dans ce cas, D ^= i K+fÂ Q — i p + ' ej ; et il sera impossible 
qu'aucune autre courbe passe entre les deux courbes dont il s'agit , dans 
le même point qui répond à l'abscisse m, à moins que les deux premiers 
termes du développement de <p ( m -f— i) , <p x étant l'ordonnée de cette 
autre courbe, ne soient aussi les mêmes que ceux du développement de 
f(m + i). 

Car s'ils sont différens, ils ne pourront pas se détruire dans l'expression de 
la différence A des deux ordonnées / (m-\- \ ) et <p (m -H— i ) , et l'on aura 
en général A = i* A — if a. -j- / A + P Q — + * u , à cause de $m 

R i 
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j^nfnt par Ja condition supposée de la coïncidence des courbes dans le 
point (jui rc'pond à x — m. Cette expression de A étant comparée à celle 
de Q ~ i K + * Q — î + ' q , il est facile de voir qu'à cause que les 
exposans ju , o , -rz sont nécessairement positifs par la nature du dévelop- 
pement, Usera toujours possible de prendre i assez petit pour que la valeur 
de A surpasse celle de D , abstraction faite des signes , tant qu'on n'aura 
pas ^ — A. et a. m A , comme dans les deux premières courbes. Donc , 
dans tout autre cas, la troisième courbe passera nécessairement en dehors 
des deux autres. 



En poussant plus loin le, développement des fonctions f ( m — |— / ) et 
F ( m — f— i ) , dn prouvera , de la même manière, que si les trois premiers 
toi nies du développement de ces fonctions sont les mêmes , aucune autre 
courbe ne pourra passer entr'elles , à moins qu'elle n'ait aussi les mêmes 
termes communs avec celles-là ; et.' ainsi de suite. 

1 On pourra donc appeler aussi , Comme dans le n.° 117 , contact Ja 
premier ordre , du second ', &c. , le rapprochement de deux courbes pour 
lesquelles les deux premiers termes; ou les trois premiers, ou, &c. seront 
les mêmes dans les dévelbppemèns des fonctions qui représentent ks 

ordonnées. 

Ainsi la courbe dont l'équation, est y — : fx étant donnée , la courbe 
la plus simple qui aura avec elle un contact du premier ordre au point 
où x z= m sera représentée par l'équation y = fin -f- A ( x — m ) K ; 
et celle qui aura un contact du second ordre le sera par y f m — {— 
A (x — m)* -f- B ( x — m ) K ;** h ; et ainsi de suite. Car en substituant 
m -+- i pour a-, on aura simplement les deux premiers termes///» • A i K , ou 
les trois premiers ///; A i K -\- Bi x ~*~ u , ou x cVc. du développement 
de/ ( m Ces courbes auront donc aussi dans le même point le cours 

le plus approchant de celui de la courbe proposée, et pourront par 
conséquent servir à en faire connaître les propriétés comme les points sin- 
guliers , les points de rehaussement , uc. ; sur quoi voyez ï Analyse <Jts 
lignes couiùcs de Cramer. 

. . ■ ' 

121. Supposons maintenant que , dans l'équation y ~fx de la courbe 
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proposée, on substitue à la place de x, et qu'on développe la fonction 

fx en une série ascendante delà forme Ai K -*-Bi K+ r -f- Ci****'-*- &c. 
Si on fait la même chose pour l'équation y .= F.v d'une autre courbe, 

et que les premiers termes du développement de F -j- soient les mêmes 

que ceux du développement de/—, on pourra prouver, par un raison- 
nement semblable à celui qui a été fait ci-dessus, qu'on pourra toujours 
prendre i assez petit pour qu'aucune autre courbe , représentée par 

l'équation y = $X, et dont la fonction <p — développée de même en 

série ascendante n'aurait pas autant de termes identiques avec ceux'de ces 
courbes , ne puisse passer entre ces mêmes courbes dans les points qui répon- 
dront à l'abscisse x = —, et à toutes les abscisses plus grandes à l'infini , 

puisque des que la condition qui peut empêcher que cène courbe ne 
passe entre les deux autres , aura lieu pour une certaine valeur de / , elle 
aura lieu , à plus forte raison, pour toutes les valeurs de / plus petites. 

D'où l'on peut conclure que la courbe dont l'équation sera simplement 
y =. A x~ \ ou;- = A x~ A H- B jT" * ~ M , ou , &c. ira en {'approchant conti- 
miellement de la courbe proposée, à mesure que les abscisces x deviendront 
plus grandes, mais sans pouvoir jamais l'atteindre, de manière qu'elfe 
parviendra à un terme passé lequel aucune autre courbe du même genre 
parabolique ou hyperbolique , qui ne iera pas d'un degré plus haut, ne 
pourra passer entre les deux courbes. Cette seconde courbe sera donc 
une asymptote de la première; et cette idée de l'asymptote me paraît la 
plus simple et la plus générale qu'on en puisse donner, en même temps 
qu'elle est aussi la plus propre à caractériser la nature du rapprochement 
qui constitue le vrai asymptotisme. 

122. Les problèmes qu'on peut proposer sur le* tangentes, les rayons 
de couibuie ikc. , et en général sur les contacts des courbes;, sont de deux 
sortes , directs ou inverses. Les problèmes directs se réduisent toujours à 
trouver quelques-uns des élémtns du contact d'un certain ordre (n. 0 i iy), 
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et comme ils ne dépendent que de l'analyse directe des fonctions, ils sont 
toujours résolubles analytiquement.Dans les problèmes inverses, on suppose 
qu'il y a une relation donnée entre quelques-uns de ces élémens et les 
coordonnées x.y , avec les fonctions dé.ivées / , / , &c. ; et cette relation , 
en y substituant les expressions générales des élémens en x,y , y' ,y" , &c, 
devient une équation dérivée d'un certain ordre , dont il faut trouver 
l'équation primitive pour avoir celle de la courbe cherchée en x et y. Ces 
problèmes conduisent donc immédiatement à des équations dérivées , et 
leur solution dépendant essentiellement de l'analyse inverse des fonctions, 
se trouve sujette à toutes les difficultés de cette analyse. 

Il y a cependant des cas où l'on peut les résoudre directement par 
des considérations particulières, qui méritent d'autant plus d'attention, 
quelles tiennent à des finesses d'analyse qu'il est intéressant de connaître. 

Ces cas sont ceux où la relation donnée n'est qu'entre les élémens 
mêmes du contact, sans que les coordonnées y, y entrent. 

Pour donner d'abord par un exemple une idée de ces sortes de 
problèmes , supposons qu'on demande la courbe dont chaque tangente 
coupera deux ordonnées ( prolongées s'il est nécessaire ) répondant aux 
abscisses x m m et x = // , de manière que le produit des parties de ces 
ordonnées comprises entre la même tangente et l'axe des abscisses , soit 
toujours constant et égal à K. 

Puisque l'équation à la tangente est qz=ia-\-b p (n. i t jj , en 
faisant successivement /> = /;/ et /> = //, on aura les deux valeurs de ^, 
dont le produit devra être égal a K \ on aura donc entre les élémens du 
contact a et b l'équation 

(a -f- m b ) ( a -f- n b ) =z K. 

La marche naturelle et directe serait donc de substituer à la place de 
n et b leurs valeurs y — x y' et y , ( n.° cite) ; on aurait alors cette 
équation du premier ordre 

[y+ (m-*) f] [>-+- (n— xj/] = K, 

dont il ne serait pas aisé de trouver l'équation primitive par les méthodes 
ordinaires. 
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Mais si on prend les fonctions primes de celle équation , il vient celle - ci 

" — x )y'~\ On-+-x)i-+- b-*-( m —*)f\ (n—*yf=* % 

dont tous les termes se trouvent multipliés par y" ; de sorte qu'elle 
peut se décomposer dans ces deux 

/=roet [y-H-f//— *//] (m— xj-+- [y -i-(m—i x) y'] (n — xJ = o.. 

La première, qui est du second ordre , donne sur-le-champ celle-ci du 
premier y' sz A , où A est une constante arbitraire ; ainsi par les principes 
établis dans le n.° 59 etsuivans, on aura l'équation primitive complète 
de la proposée , en y substituant simplement cette valeur de y'. 

Cette équation sera donc de la forme (y — A x —h- m A) (y — A x -4- 
n A) ■=. K; savoir , en développant les termes ( y — A x ) 1 -4- ( y — A x ) 
(m-\-n) A-\-mn A x — .Af— o. D'où, en extrayant la racine, on tire 
y =. A x — B ; en prenant pour B , la racine de l'équation B x 
( m -+- n) A B H— m n A 1 — JC= o. D'où l'on voit que l'on n'a de 
cette manière qu'une équation à la ligne droite. 

En effet , l'équation y" zzz o ayant donné y' = A , celle-ci donnera 
l'équation primitive y = A x —h- B , A et B étant deux constantes ar- 
bitraires ; mais par la théorie des n. 05 cités ci-dessus, ces deux constantes 
ne peuvent pas être arbitraires à la fois; car il faut que l'équation trouvée 
coïncide avec la proposée , pour une valeur de x ; or faisant xz=. o on a 
yz=z B , y z=zA ; donc on aura entre A et B cette équation de condition 
( B -\-m A) ( B — J— // A ) = K , qui est la même que celle que nous 
avons trouvée ci-dessus, pour la détermination de B en A. 

Venons maintenant à l'autre équation qui n'est que du premier ordre. 
Celle-ci servira également à trouver une équation primitive de la proposée 

par l'élimination de /. En effet , elle donne /=-- 



2 (m - x) (>:-x)' 
valeur qui étant substituée dans la proposée, la réduira à celle-ci, 

y H 7^=t/ -°- 

Équation pour l'ellipse ou pour l'hyperbole , suivant que K sera une 
quantité positive ou négative. Le grand axe sera m — - // , Je petit a\e 
YK> et les deux sommets seront aux points où x z=z m et où x = //* 
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La propriété des tangentes rjui nous a conduits à cette équation, est 
démontrée dans la proposition XLII." n ' du troisième livre des coniques 
'à' Apollonius ; mais, l'analyse précédente a l'avantage de faire voir que cette 
propriété appartient uniquement aux sections coniques, • 

I2j. Si on examine maintenant les deux solutions qu'on vient de 
trouver, il est facile ele voir nue la première ne donne que la ligne droite 
même qu'on a supposée tangente , en regardant lc-s deux élémens a et b 
comme constons; car l'équation y m A x -\— B ne diiTcre point de l'équation 
<] r=r a —\— l> p de cette tangente, l'équation entre les deux constantes A 
et B étant évidemment la même que celle que l'on a supposée entre les 
quantités // et a. 

En effet, il est visible que toute droite peut résoudre le problème, 
pourvu qu'il y ait entre ses deux constantes, la relation donnée par les 
concluions du problème; et comme il reste une constance arbitraire, il 
s'ensuit que l'équation de celte - droite doit titre l'équation primitive 
complète de l'équation du premier ordre donnée par le problème. 
Donc, analytiquement parlant, le problème est résolu complètement /ur 
l'équation même y rz: a b x , a et b étant deux constantes, «/ont 
l'une est arbitraire, et l'autre en dépend par l'équation (a~^r^) 
( ' a -h- // b ) — K. • 

A l'égard de la seconde solution , comme elle ne contient point de 
constante arbitraire, elle est i fa rigueur moins générale que la première, 
et ne peut être qu'un cas particulier de celle-ci , ou bien une solution 
singulière, provenant de la consitlération que ndus : avons développé 
dans le n.° 72. ' ' îv - : u 

Il est d'abord facile de se convaincre que cette dernière solution ne 
peut être un cas particulier de la première ; 'car il faudrait pour ce.a 
que l'équation y z=z a x -+- b de la première pût' satisfaire à l'équation 

y- H 1 A 1 " ' t lJ ? il — 0 j e | a 5ec onde , en déterminant conve- 

( m — ") 

nablement sa constante arbitraire, et par conséquent qu'en éliminant / J fi 
ces deux équations, b résultante ne contînt' plus que des constantes, 

^ . » • m f • • • » • . ' - F m V 1 * 

ee qui 11 est pas. 

Elle 
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Elle ne peut donc être qu'une solution, singulière ; et en effet , nous 
avons vu ( n.° 7/ ) que le caractère de l'équation primitive singulière 
de toute équation du premier ordre de la forme/ == F (x , y) , est de 
rendre infinie la fonction F' (y) , c'est-à-dire, la fonction prime de 
F (* » y) P" s e relativement à y seul. Or l'équation de notre problème 
[7 -4- ( m — x) /] [y -+- ( n — x) y' ] = K, étant mise sous la 
forme précédente , donne 

rv v w ) a* — « — »-♦- /fc K(m-x) (n - x) -t- (m - n)* /] 

* — *(*-*) (» -*) ' 

d'où l'on tire 

4 

ôù l'on voit que F f ( y ) devient infini par l'équation 4 K ( m — x ) 
( n — x) -+- ( m — n)* y* = o , qui est celle de la seconde solution. 

124. En examinant la manière dont nous sommes parvenus à cette 
solution, on verra qu'elle dépend de cette circonstance, que les fonctions 
primes de a et b regardés comme fonctions de * , y , y , sont entr'elles 
dans un rapport qui ne contient pas la fonction seconde/; en effet, 
ayant b =/ et a — y — x y', on a è' — y" et ei = — x y" , ce qui 

donne ~- = — x ; de sorte que prenant la fonction prime de l'équation 

(a-+-m b) (a n b) — K\ et divisant par V , on a une équation qui 
est également du premier ordre , et le résultat de l'élimination de / entre 
ces deux équations , donne l'équation aux sections coniques trouvée plus 
haut. Or , je considère que les quantités a et b sont données par les équa- 
tions y = a -h-bx et / = b (n.* 118)» Ainsi l'équation dont il s'agit 
est le résultat de l'élimination de a, b et / entre les équations y zzz 
a -+- b x, / = £ , (a — f- m b) ( a n b) = K, et l'équation prime 
de cette dernière divisée par </. On obtiendra donc aussi le même résultat 
en éliminant d'abord une des deux quantités a ou b entre les deux 
équations y — a -H b x et (a m b) (a n b) 3S AT, et ensuite 
éliminant l'autre par le moyen de l'équation résultante et de son équation 
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prime prise en faisant varier cette dernière quantité. Ainsi éliminant 
d'abord a on a l'équation 

[y -h- {m — x) b] [y -4-/« — x) b ] — K. 

Prenant l'équation prime relativement à b, et divisant par b' , on a 

\y -+■ ( m - — x ) b I ( « — *) : [ y + if* — */• ] /« —.*</ = <>, 

d'où l'on tire b z= — y ; — r- , valeur qui , substituée dans 

l'autre équation , donnera comme ci -dessus l'équation ( m — - « // 
4 K (m — x) (n — > x) =z o ; qui renferme la seconde solution. 

On peut encore considérer que l'équation (a-\-mb) (a-^nb) = K 
qui contient la relation entre a et b , dans laquelle consiste la condition 
du problème, donne, par la résolution, a =fb, valeur qui étant substi- 
tuée dans l'équation y =r a -+- b x, la réduit à celle-ci y =zfb -+■ b x, 
qui ne contient plus que la constante arbitraire b , qu'on éliminera par 
l'équation prime prise relativement à b , savoir , f b -H x- z=z o , ce qui 
donnera encore le même résultat. Or, par ce qu'on a vu ci-dessus, 1 équa- 
tion y -=.fb -+- b x est l'équation primitive complète de? l'équation du 
premier ordre donnée par le problème ; donc l'équation résultant à 
l'élimination de b entre celle-ci et l'équation f b -+- x — o, sera pri- 
ment l'équation primitive singulière, d'apris la théorie du n.° yz. 

D'un autre côté, comme l'équation y = fb bx est l'équation 
générale des tangentes de la courbe cherchée (n.* 122) , on en peut 
conclure que pour avoir l'équation de c^tte courbe , il n'y a qu'à regarder 
la constante arbitraire b qui différencie les tangentes, comme variable, et 
la déterminer par la condition que l'équation prime relative à cette 
seule variable ait lieu en même temps. Et de- là onvoit.aussi que l'équation 
primitive singulière que nous avons trouvée pour l'équation du premier 
ordre donnée par le problème , n'est autre chose que l'équation de la 
courbe formée par l'intersection continuelle des droites représentées par 
l'équation primitive complète de la même équation du premier ordre. 

125. Après avoir ainsi éclairci la matière par un exemple, nous 
allons la traiter , d'une manière générale. Soit, comme dans le n.° u/« 
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F(x,y, a, b) rrr o l'équation de la courbe du contact, que nous 
avons supposée ci-dessus une ligne droite , et soit <p fa, b) =r o l'équa- 
tion qui détermine la relation entre les deux élémens a et b , donnée par 
la nature du problème proposé ; suivant la théorie donnée dans ce même 
numéro, il faudra déterminer a et b par les deux équations 
■•■■.-F; (x , y , a , b ) sèz o et F (x , y , a , b)' o. 
Or, nous avons vu ( n." jp ) que si on élimine a et b des trois équations 
F (x, y, a, b) = o , F (x , y, a, b)' z=. o et F (x,y, a, b)" =. o , on 
a une équation du second ordre entre x , y , y' et j , que nous désignerons 
par V zzz o i et dont F (x, y, a, b) = o sera l'équation primitive 
complète , a et b étant les constantes arbitraires ; nous y avons vu aussi 
que si on élimine a ou b des deux premières , les deux résultantes seront 
des équations primhives du premier ordre de la même équation Yzzz o , 
et dont celle-ci sera le résultat , en prenant de nouveau les fonctions primes 
et éliminant la constante qui y était restée ( »»* 60 }% Donc , si de ces 
deux premières équations on tire les valeurs de a et b , que nous dési- 
gnerons par P et Q, en sorte que l'on ait a z=z P > b m Q; P et Q 
étant des fonctions de x, y et y'; qu'ensuite on prenne les fonctions primes 
de ces équations , en y regardant toujours a et b comme constantes , on 
aura les équations du second xjrdre P ■=. o , Q' — o, qui devront' 
coïncider avec l'équation Y o ; de sorte qu v on aura nécessairement 
P — M Y, Q — N Y . M et N étant des fonctions de x , y et / sans 
y" ; car si, par exemple, ^contenait encore y" , alors l'équation P z=z o> 
donnerait, outre Y z=. o, cette autre équation du second ordre Mz=zo t 
qui ne serait pas comprise dans la môme équation V ' =z o ; ce qui ne 
se peut. 

Substituant donc ces valeurs de a et b dans l'équation du problème 
<p ( a , b ) — o , on aura <p ( P, Q) =s o ; prenant ensuite l'équation 
prime* on aura P <p' (P) -+- Q <p' (Q) = o , en dénotant par <p' (P) 
et <p' (Q) les fonctions primes de <p ( P,Q) prises relativement à P et Q 
isolés ; donc mettant pour P et Q' les expressions ci-dessus, cette dernière 
équation deviendra Y' [M <p' (P) -f— N <p' (Q)] = o , laquelle se 
décompose naturellement en ces deux-ci , Y zz=. o et M <p' ( P ) -+- 
N <p' ( Q) z=z o. . 

Sx 
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prime, prise en faisant vafier cette dernière quantité. Ainsi éliminant 
d'abord a on a l'équation 

y-i-(m — x)b] [y + („ — x Jb]=AT. 
Prenant l'équation prime relativement à b, et divisant par b' , on a 
\ï '-*-'("'— x J h l ( n — xj + iy-t- (»— *)l>] /m — xJz=o'^ 

d'où l'on tire b z=z — ~ ; — , valeur qui , substituée dans 

z(m-x) (n-x) 1 

l'aùtre équation , donnera comme ci -dessus l'équation (m — - «// 
4 K (m — x) (11 — ■ x) z=z o , qui renferme la seconde solution. 

On peut encore considérer que l'équation (a -\-rnb) (a -F nb)z=.K 
qui contient la relation entre a et b , dans laquelle consiste la condition 
du problème , donne , par la résolution , a =zfb, valeur qui étant substi- 
tuée dans l'équation y z=za -f- b x, la réduit à celle-ci y = fb -4- b x; 
qui ne contient plus que la constante arbitraire b , qu'on éliminera par 
J'équation prime prise relativement à b , savoir , f b -t- x z=z o , ce qui 
donnera encore le même résultat. Or , par ce qu'on a vu ci-dessus , l'équa- 
tion y =zfb H- b x est l'équation primitive complète de l'équation du 
premier ordre donnée par le problème ; donc l'équation résultant de 
l'élimination de b entre celle-ci et l'équation f b -+- x ==. o , sera précisé- 
ment l'équation primitive singulière, d'apris la théorie du n.° 72. 

D'un autre côté, comme l'équation y = fb-+-bx est l'équation 
générale des tangentes de la courbe cherchée (n.° 122) , on en peut 
conclure que pour avoir l'équation de c/ette courbe , il n'y a qu'à regarder 
la constante arbitraire b qui différencie les tangentes, comme variable, et 
la déterminer par la condition que l'équation prime relative à cette 
seule variable ait lieu en même temps. Et de -là onvoit.aussi que l'équation 
primitive singulière que nous avons trouvée pour l'équation du premier 
ordre donnée par le problème , n'est autre chose que l'équation de la 
courbe formée par l'intersection continuelle des droites représentées par 
l'équation primitive complète de la même équation du premier ordre. 

* * 

125. Après avoir ainsi éclairci la matière par un exemple, nous 
allons la traiter , d'une manière générale. Soit, comme dans le n.° 1 ij , 
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F(x, y, a, bj =. o l'équation de la courbe du contact, que ndus 
avons supposée ci-dessus une ligne droite, et soit <p (a, bj o l'équa- 
tion qui détermine la relation entre les deux élémens a et b , donnée par 
la nature du problème proposé ; suivant la théorie donnée dans ce même 
numéro, il faudra déterminer a et b par les deux équations 
F (x, y , a , b ) =^ o et F (x , y , a , b)' z=z o. 
Or, nous avons vu ( n." j-p ) que si on élimine a et b des trois équations 
F (x, y, a , b) z=Z'0 , 'F ( x , y, a, b)' = 0 et F (x,y, a, b)" =z o , on 
a une équation du second ordre entre x, y , y' et y" , que nous désignerons 
par r=o, et dont F (x,y, a, b) rrr o sera l'équation primitive 
complète,. a et b étant les constantes arbitraires; nous y avons vu aussi 
que si on élimine o ou b des deux premières , les deux résultantes seront 
des équations primitives du premier ordre de la même équation V sa o , 
et dont celle-ci sera le résultat , en prenant de nouveau les fonctions primes 
et éliminant la constante qui y était restée ( n." 60 J-* Donc , si de ces 
deux premières équations on tire les valeurs de a et b , que nous dési- 
gnerons par P et Q , en sorte que l'on ait a = P , b = Q; P et Q 
étant des fonctions de x, y et y'; qu'ensuite on prenne les fonctions primes 
de ces équations , en y regardant toujours a et b comme constantes , on 
aura les équations du second ijrdre P zzz o , Q' o , qui devront 
coïncider avec l'équation V o ; de sorte qu*oh aura nécessairement 
P z=z M V, Q f N V , M et N étant des fonctions de x , y et / sans 
y ; car si, par exemple, Ai contenait encore y , alors l'équation P z=z o 
donnerait, outre V 'zzz o, cette autre équation du second ordre Aizzz.o t 
qui ne serait pas comprise dans la même équation V==. o ; ce qui ne 
se peut. 

Substituant donc ces valeurs de a et b dans l'équation du problème 
<P ( a , b ) 53 o , on aura <p ( P , Q) = o ; prenant ensuite l'équation 
prïme^ on aura P qf (P) -+- Q' <p' ( QJ = o , en dénotant par <ff (P) 
et q>' ( QJ les fonctions primes de<p ( P ,Q) prises relativement à P et Q 
isolés ; donc mettant pour r et Q' les expressions ci-dessus, cette dernière 
équation deviendra V [M <p' ( P) N <p' (QJ ] = o , laquelle se 
décompose naturellement en ces deux-ci , V zzz o et M <p' ( P ) 
N<p' (QJ = o. . 

S 2 
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La première V m o , sera du second ordre et aura pour équation pri- 
mitive complète, F (x,y, a, b) z= o, c'est-à-dire, l'équation même 
de la courbe du contact , dans laquelle une seule des deux constantes a 
et b sera arbitraire , l'autre étant déterminée par l'équation même du 
problème <p (a, b) = o. 

L'autre équation M <p' ( P) H— N <p r ( QJ = o ne sera que du premier 
ordre et sans constante arbitraire ; mais étant combinée avec l'équation 
<p( P>Q) = o , elle donnera, par l'élimination de/, une équation entre x 
et y qui sera l'équation primitive singulière de cette dernière <p (P, QJ zsz o. 

Cette équation sera donc le résultat de l'élimination, des quantités a, 
b et/ entre les quatre équations F ' ( 'x ,y ,a t b) = o , F fx,y.,a,bJ'=zo t 
<p fa, b) et M <p' (a) -+- N <p' (b ) = o. Or, en regardant a et b 
comme des fonctions de x et y, les équations a zzz P ,b Q résultant 
des deux premières , donnent ces deux équations primes a' z=z P 1 = M V 

N b' 

et V z=z Q' z=z N V , donc — = -7- ; de sorte que la dernière 

équation se réduira à celle-ci <p' (a) -f j = 0 » *I U ' n est autre 

chose que l'équation prime de <p fa, b) = 0, divisée par a. D'un autre 
côté , dans la supposition de a et b variables , il est évident que la fonction 
prime de F (x,y , a, b) n'est pas simplement F (x, y, a, b )' , mais 
qu'il y faut ajouter les termes dus à la variation de a et b , qui sont 
J F' fa) -+- b' F' (b), en désignant par F (a) et F' (b) les 
fonctions primes de F (x, y, a, b) prises relativement à a et à b regardés 
comme seules variables. Donc prenant les fonctions primes de l'équation 
F (x, y, a, b) = o, on aura 

F(x, y, a, b)' -+- a 1 F faj V F (b) = o ; 
mais on a déjà l'équation F (x, y , a, b )' = o; on aura donc néces- 
sairement dans la supposition de a et b variables , l'équation a' F (a) 

y F (b) z=z o , d'où l'on tire = — ~ f jj , c'est la valeur 

de — — , qu'on peut trouver directement de cette manière , et qu'on 
M 

voit clairement ne pouvoir être qu'une fonction du premier ordre, puis- 
qu'elle ne contient que les quantités x , y et a, b. 
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ï)onc l'équation dont il s'agit serai en dernière ahàlyie, lè résultat de' 

l'élimination dea,b, et~- entre les quatreéquatlonsi^Ar,^, a,b) — o % 

^ y # F ( a) -*-~-jT F (b) = o , (a) 4"*' ( b) = o 

dont les deux dernières sont les fonctions primes des deux premières prise* 
relativement à a et b, et divisées par d ; l'équation F (x,y r a,b jzxpo 
n'est plus nécessaire ici , et se trouve remplacée par l'équation F (a ) -4— 

y 

— t F (b) = o , qui en est une suite. Donc, si on réduit d'abord les 
a 

deux premières en une seule par l'élimination de b-, il ne s'agira plus que 
de prendre l'équation prime de celle-ci relativement à a seul, et d'éliminer, 
ensuite a par ie moyen de ces deux, le résultat sera nécessairement le 
même qu'auparavant. , 

Si donc on tire de l'équation p (a, b ) zzz o, donnée par les conditions 
du problème entre, les élémens du contact a t b » la. valeur .de b en a , et 
qu'on suppose b = 4 <* (4 * tant aussi ' a caractéristique d'une fonction ) , 
qu'on substitue cette valeur dans l'équation F(x,y,a,b)=:Q<ie[z 
courbe du contact, qu'ensuite on prenne la fonction prime de F (x,y,. 
a,\a) relativement à a seul, fonction que nous, désignerons par 
dF (a>\ a); a' étant la fonction prime de ^regardé comme fonction 
de x, on aura ces deux équations F (x,y , a , \ a ) =. o t et F (a, 
\a ) — o , d'où il faudra éliminer a ; et il est visible que le résultat 
ne sera autre chose que l'équation primitive singulière de l'équation 
du premier ordre, dont F ( x , y , a, \ a) z=. o sera l'intégrale complète 
( y 2 )• * t : 

La courbe représentée par cette équation singulière sera proprement 
celle qui résout ie .problème , et qui aura la propriété d'être touchée dans 
chaque point par une des courbes représentées par l'équation F ' (x,y,a , 
4 a) = o , a étant constant pour la même courbe , mais variable d'une 
courbe à l'autre. 

# • 

1 26. La manière dont not»s sommes parvenus i cette dernière solution 
est la plus directe , analytiquement parlant ; mais on y peut parvenir plus 
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simplement par U |cqnsid;éra.tjdn ■ suivante. Puisque fe problème consiste 
à trouver la courbe qui aura , clans chaque point, un contact du premier 
Ordre-avec la courbe représentée par l'équation F'f'x f j , à, $a) =eo, 
a étant un .paramètre indéterminé il s'ensuit ( n.° r ly ) que l'équation de 
ia courbe cherchée doit donner pour y et pour / des fonctions de x de la 
même" forme que cël^s^ui résuterit des équations F (x,y,à, \a)=^o t 
et Ff.*yy,.a, $ â / ^'o , en désignant par F (x, y. a, 
fafoncion prime de F (x,y, à, *\ra) relative à x et y. Or a étant une 
quantité indéterminée» on peut la supposer telle que la courbe cherchée 
soit représentée par ia même équation F(x,y,a,\(i)z=.o> pourvu 
que' l'équation prime de celle-ci soit aussi 1 de la même forme F (x , y , 
à,^*/ o! Mais si a est une quantité Variable, ia fonction prime 
complète de F ( x;y, ay\aj sera, comme nous l'avons vu ci-dessus, 
F' (x, y, ti,-\>a)-\-a'F(a,\a). Donc la condition dOnt il s'agit 
sera ibrnpife. si oivdétewnîhè a par l'é^uationf 7 l (*,^<i j =z o ; ce 
qui doimera la dernitiae solution que nous venons de trouver. • . 1 
, Toute e'quadbn entre x, y et un paramètre indéterminé a, que nous 
dénoterons , pour pins de simplicité, par f (x,y, a ) = o, représente, 
en donnant successivement à a toutes ies valeurs possibles, une famille • 
d'une infinkc de courbes qui varient de forme oh de position , ou de 
l'une et de l'autre à la fois , ï raison des variations du paramètre; et 
si on élimine ce paramètre par le moyen des fonctions primes / 11S jp) , 
l'équation résultante du premier ordre appartiendra à toute cette famille 
de courbes. Elle appartiendra donc aussi à lai courbe formée; par toutes 
ces courbes , et qui les enveloppera , ayant avec chacune d'elles un contact 
du premier ordre. La même équation f ( x , y, a) z=z o, ainsi que son 
équation prime/ ( x, y, a)' = o prise relativement à x et y seuls, 
devront donc avoir lieu aussi pour chaque point de cette courbe enve- 
loppante , en regardant ie paramètre a comme une quantité variable, 
Or , dans cette hypothèse , la fonction prime complète def(x,y,aj est 
f(x,y, a/ -h- <S f (a), en dénotant par /' ( a) la fonction prime 
prise relativement à a seul , et par cl la fonction prime de a , regardée 
comme une fonction quelconque de x ; donc il faudra que la valeur de a 
soit telle que l'on ait f (a) = o, ce qui donnera i'.équation primitive 
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singulière de Icquation du • prémiër of tire ' qui : répond à l'équation ' 
/ ( x-, y, a ) = o,<dans laquelle a est regardée 'comVné une cônstanté 
arbitraire (*f • 1 " " ■ ' ! 

D'où l'on peut conclure, en général , : qUel'èVjiiàtion' pYirriitiv.é singulière 
d'une équation du premier ordre représente toujours- là tourbe enveloppante 
de toutes les courbes qui peuvent être représentées par son équation 
primitive complète , en donnant ù là constante arbitraire toutes les valeur* 
possibles. 

" ■• " ' ; .i jjiv.' ; r?' h •*.»*" . tî r . •».»..•. " i 

127. Considérons encore les contacts du secpnd ordre, .et prenant 
F ( x , y ,<j,b,< ) sa o pour l'équation de la courbe du contact /supposons 
qu'il y ait entré les trois élémens a, ù, c la relation donnée par l'équation 
Ç ( a , 6, c ) r= o. Comme les valeurs de ces élémens doh erft se tirer 
des trots équations F ( x y , </,, b , c ) = 0-, F (x, y , <t-, k , c )' r= o ; 
F ( x , y , a , b , f )" z=. o (ri. 0 iiy) r .û on désigne ces valeurs par 
F, Q, R , l'équation du problème sera ' <p (F, Q, R ) zxz o, qu'on voit 
être du second ordre. Les trois équations a ■=. F , b z= Q, c = R 
donneront , en prenant les fonctions primes dans la supposition de a, ù, c 
constantes ,. la même équation V =r o , du troisième ordre qui sera le 
résultat de l'élimination de a, b, c, au moyen des trois équations pré- 
cédentes combinées avec l'équation tierce F ( x , y , a, b , 1 )"' = 0 
( n.° fp ) ; par conséquent on aura nécessairement F z=z AiV, Q =z NV t 
R' = LV , M, N, L étant des fonctions de x ,y,y et y" sans/"/ de sorte 
qu'en prenant les fonctions primes de l'équation <p (P , Q, R) = o , on 
aura F <p' ( Pj-fc- Q' <p' (QJ-h- R' (R) = 0; savoir : . 

y[M<p' (PJ -H N<p'(QJ -\-L<p' (R)) =0, 

équation qui se partage naturellement , dans ces deux-ci , V = o et 

M <f! (PJ -i- N (QJ -+- L 9' (RJ =z o, 

dont la première est du troisième ordre, et la seconde n'est que du 
deuxième. 

L'équation K= b a, comme nous l'avons déjà vu , pour équation 
primitive complète, l'équation même F (x, y, a, b, c ) = o de la 
courbe du contact,, dans laquelle a, b, c sont les trois constantes arbitraires ; 



if+ .. I ; IT 'T H- É Q; R [!; B ; ' 

mais,comme I équation du problème <p ( P , Q, R) =o n'est que du 
second ordre f il doit y avoir une relation entre ces trois constantes , qui 
les réduise à deux arbitraires ; et cette relation est donnée par l'équation 
0 ( a. b , cj z=. o qui résulte de la précédente, en substituant les valeurs 
de P, Q„ R, tirées des équations a=P,bz=:Q,c=zR. 

L'autre équation étant du second ordre , on pourra par son moyen 
éliminer la fonction y" de l'équation <p ( P, Q, R) = o.etla résultante 
sera une équation primitive de celle-ci du premier ordre , mais qui ne 
contiendra point de constante arbitraire. Cette équation sera donc le résultat 
de l'élimination des quantités a, b , c et y" au moyen des équations 
F (x,y, a.b,c)=z o, F(x,y, a,b,c)' = o , F ( x , y ,a ,b,c )" =o, 
P (a, b , c ) = o , et M ç' (a) N qf ( b) -f- Lff (c) == o. 
Or, en regardant a, b, c' comme des fonctions de x, y, la fonction 
prime de F ( x , y , a , b, c) sera F ( x, y, a, b, c )' a' F' (a) 
-4- b' F' (b ) -hV F (c),cn dénotant simplementpar F (a), F' (b), 
F' (c) les fonctions primes de F ( x, y , a , b, c) prises relativement à 
a, b , c , regardées comme seules variables ; donc les deux équations 
F ( x ,y ,a,b, c ) = o et F (x, y, a, 5 , ef =±*0 emporteront celle-ci 
a > p (a) -+- b' F (b) -H d F' (c) ss o. De plus , la fonction 
prime de F(x,y ,a, b, c / sera, par la même raison , Ffx.y^.b.c)* 
-H a F (a )' -4- V F' (bf -4- x! F ( c / , en dénotant <Ie même 
par F (a y. F (b )' , F (c/ les fonctions primes de F(x, y,a,b,cf, 
prises relativement à a, b, c , regardées comme seules variables ; et comme 
dans la formation de ces fonctions dérivées on regarde les quantités a, b, c 
comme indépendantes de x et y , il est aisé de prouver, par les principes 
établis dans la première partie (n.° 86 ), que les fonctions F (a/, 
F ( b )' , F' ( c)' seront la même chose que les fonctions primes des 
fonctions F (a), F ( b ) , F' (c) , prises relativement à x et y. Donc les 
deux équations F ( x ,y , a, b , c )' = o et F (x,y , a, b, c )" — o 
emporteront encore nécessairement cette autre- ci d F' (aj'-t-b' F (b/ 
F ( c )' — o. 

b' 

Si donc on combine les deux équations F (a) H F' (b) -H 

jj- F' (c) zz o.F (a/ -+1 4" F (*/ •+■ V- F (<>' ~ ° 

avec 
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y c 

avec l'équation q! (a) H — qf ~(b) -\ -r~ q! (c)-=i 0 , qui résulte 

de<p{œ,b,cJ=:o, en prenant les fonctions primes, on aura, par 

l'élimination des quantités — — et — — , une équation en <: et. v,v,/ 

sans y" , laquelle sera équivalente à celle qu'on aurait déduite des deux 
équations F (x, y , a , b, cf = o et <p' ( a ) —H A r (b) -\- 
L <p r ( ' c ) r: o , par l'élimination de y". Ainsi il n'y aura plus qu'à 
éliminer a , b, c, au moyen des équations F ( x , y , a, b , c ) z=z o , 
F ( x , y , a , b , c / o et <p ( a , b , c ) o , et le résultat final sera !.i 
même équation primitive du premier ordre de l'équation <p (P , Q, R) zzz 0 , 
laquelle ne contenant point , par sa nature , de constantes arbitraires , ne 
pourra être qu'une équation primitive singulière. 

En eflfet , si pour simplifier la solution on commence par tirer la valeur 
de c de l'équation <p(a,b,cJz=zo,ei qu'on la représente par \ ( a,b ) , 

U 

alors la solution se réduira à éliminer a, b et -p— entre les deux équations 
F [x, y, a, b, ^ (a, b) ] = o , F [ a-, y, a , B, + fa, b) ]' s= o , 

et les deux équations primes de celles-ci prises relativement à a et b seuls 
et divisées par a' , procédé analogue à celui du numéro 124.. 

128. En général, si l'on a une équation en x, y et deux constantes 
arbitraires a et b , que nous représenterons y>arf(x,y , a, b) — o ; en 
éliminant ces deux constantes par le moyen des deux équations dérivées 
/ ( x , y, a, b )' — o et f ( x , y , a, b )" =. o , on aura une équation 
du second ordre V— o , qui appartiendra à toutes les courbes représentées 
par l'équation f ( x, y , a , b ) = o, en donnant à a et b des valeurs 
quelconques, et dont par conséquent celle-ci sera l'équation primitive 
complète. 

Donc elle appartiendra aussi à la courbe , ou aux courbes formées par 
toutes ces courbes , et qui les envelopperont de manière qu'elles aient 
avec chacune d'elles un contact du second ordre, c'est-à-dire», dans . 
lequel les y , / et y" soient les mêmes. Mais les quantités a et b étant 
constantes dans chaque courbe enveloppée, et variables pour les courbes 

T 
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enveloppantes , pour que ies y, y' et ■/ soient les mômes dans les deux 
hypothèses, il faudra que ies équations d'où elles dépendent soient aussi 
les mêmes. Or , dans la supposition de a et b variables , l'équation 
f ( x , y, a, b ) zzzo donne l'équation prime f ( x ,y, a , b / -t-a'f (a) 
U f ( b ). =. o ; donc , pour que cette équation se réduise à 
f ( x , y , a , b )' z=z o , comme dans le cas de a et b constantes , il faudra 
que l'on ait a' f (a) -+- b' f (b) = o. De la même manière l'équation 
f (x,y , a, b )' = o donne, dans le cas de a et b variables, cette 
équation dérivée 

i(x,y t a, b)" H— <tf (a/ -k-ltf (b) 1 = o; 

laquelle ne peut se réduire à/ (x, y ; a , b F = o , comme dans le 
cas de a et b constantes , qu'en supposant a' f (a)' -4- Vf (b)' z= o. 
Ayant ainsi les quatre équations j (x,y,a, b)z=zo,f(x,y,a,b)' = o, 

f(*J+ -^~ffbj=: o etf faj' -^^-ffby=o, H n'y 

aura qu'à éliminer a, b et — ^ et l'on aura une équation du premier 

ordre entre x , y et/, qui sera celle des courbes enveloppantes , et qui 
sera en même temps l'équation primitive singulière de la même équation 
V = o. 

On voit par-là comment la théorie des équations primitives singulières 
peut s'étendre au second ordre et aux ordres supérieurs. On voit en même 
temps que ces équations représentent toujours des courbes enveloppantes, 
et qui ont des contacts d'un ordre donné avec les courbes enveloppées , 
représentées par les équations primitives complètes , dans lesquelles les 
constantes arbitraires varient d'une courbe à l'autre. Ceci peut servir de 
supplément et de complément à la théorie des équations primitives exposée 
dans la première partie ( iu y 2 ). 

Au reste, de même que les quatre équations ci-dessus f (x,y ,a, b) z=z o, 
/ fx. y, a , b)' = o ,f (a) -+- £ / (b) = o ,f (»/ -4- L f (hf — o , 

donnent, par l'élimination de a, b et— —, une équation du premier ordre 
en .y, y et /, ces équations donneront également, par l'élimination de ces 
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trois dernières quantités, une équation en a, b et — 7- , qui renfermera 

les relations que doivent avoir entr'elles les deux variables a et b ; d'où 
ion voit que ces quantités qui sont indépendantes entr'elles dans chacune 
des courbes enveloppées , ne le sont plus lorsqu'elles se rapportent à la 
courbe enveloppante. On trouvera des résultats semblables pour les 
équations et les courbes des ordres supérieurs. 

120. Supposons qu'on demande la courbe qui aura dans chacun de 
ses points un contact du second ordre avec un cercle représenté par 
l'équation ^.v — a) % H-/j> — b) x — c 1 , et dont les éléinens du contact 
a, b , c aient entr'eux la relation déterminée par l'équation <p (a t b,c) r=r o* 

La marche naturelle pour résoudre ce problème, serait de substituer 
dans cette équation les valeurs des élémens a, b, c trouvés plus haut 
(tu 0 118), ce qui donnerait une équation du second ordre, d'où il 
faudrait remonter à l'équation primitive. 

Mais, sans chercher cette équation du second ordre, on peut d'abord 
conclure de ce que nous venons de démontrer, que l'on aura son équa- 
tion primitive complète, en supposant les quantités a, b, c constantes, 
ce qui redonnera la même équation an cercle. On en conclura ensuite 
que la même équation admettra aussi une équation primitive singulière 
du premier ordre, qu'on obtiendra en faisant varier les quantités a, b , c, 
de manière que les équations primes et secondes de l'équation au cercle 
soient les mêmes que si ces quantités étaient regardées comme constantes ; 
et que cette équation primitive représentera alors la courbe ou les courbes 
formées par la réunion de tous les cercles représentés par la même équation, 
c'est-à-dire qui envelopperont ou embrasseront tous ces cercles. 

Cette équation sera donc, par les principes établis ci-dessus, le résultat 

b' c 

de l'élimination des quantités a, b, c et , —7- , entre les trois 

équations (x — a) x (y — b )* = c* , x — a -+- y' (y — b) m o, 
<p (a, b, c) =z o, et les équations primes de celles-ci, prises relati- 

b' 

veinent aux setdes variables a , b , c\ savoir , a- — H — (y — - b) 

T z 
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c'y y c 

= - 7 -,i-H-^-/ = o, qt (a) H — t^Vh — -7-^^=0. 

Mais, comme cette équation en x et; pourrait se présenter sous une 
forme asse^ compliquée , il sera plus simple de chercher à déterminer 
ies valeurs' mêmes de .v et ; par une troisième variable. 

Pour cela , on éliminera d'abord / , au moyen des deux équations 

.v — a -+- / (y — b) ■=. o et 1 -f- -7— / = o ; on aura celle - ci : 

.v — a — ^ — — — o , qui étant combinée avec la première 
(x — a) 1 -+- (y — b) x — c x , donnera sur-le-champ 

c a c b 



De plus , si on substitue ces mêmes valeurs de .y et y dans l'équation 
A" — a H 7— (y — h) zzr ■ ■ , on aura celle - ci , 

a a 

laquelle étant combinée avec l'équation <p ( a, b, c J ^= o , donnée 
par le problème , servira à déterminer deux des trois variables a, b, c par 
Ja troisième; moyennant quoi les valeurs de a* et; seront aussi exprimées 
par cette seule variable. 

130. Comme les quantités a et b sont les coordonnées de la courbe 
qui c*t le lieu de tous les centres des cercles oscillateurs (n.° 1 16), 
si on suppose cette courbe donnée, on aura une équation entre a et b, par 
laquelle on pourra déterminer b en a. Soit donc b z=i <p a, on aura 
U = a' <p' a , et de -là c 1 z=. a' y [ 1 — j— ( ç>' a ) x 1 ; ainsi, en désignant 
par A la fonction primitive de</ V [ 1 -+- ( <p' a J 1 ], on aura c — A -+- h, 
h étant une constante arbitraire ; ces valeurs de b et c étant substituées 
dans les expressions de x, y , on aura la courbe cherchée. 

Nous remarquerons maintenant que, quelle que soit la courbe des centres, 
l'équation c' = ■/ ( a 1 ' -\- b' " J fait voir que le rayon c est égal à l'arc 
de cette courbe (Voyii ci- <iprès , //." / jfj; de sorte que si on nomme s 
cet arc , on aura c — j- — h- lu 
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Nous remarquerons de plus que le rayon c sera nécessairement tangent 

à la même courbe ; car l'angle que la tangente de cette courbe fait^vec 

y ■' ' 

l'axe , a pour tangente la quantité -j- (n! 1 14) , et comme le rayon 

du cercle oscillateur est perpendiculaire » la courbe dont les coordonnées sont 

x ety ( n.° 1 if/» la tangente de l'angle qu'il fait avec l'axe sera = 

y 

y , .., i' y 

( n.° ffj./ •==. — ; — , en vertu de 1 équation 1 -4- = o; 

donc , 8ec, 

Mais, quoique cette propriété soit démontrée de cette manière, il est 
bon de faire voir qu'elle est une conséquence nécessaire de l'analyse 
employée dans la solution de la question. Pour cela, nous reprendrons 
les deux premières équations ( x — a ) % -\- (y — b ) x = c* et .v — a 

c y' 

H- y' (y — 4 ) = 0 » lesquelles donnent a — x — ~77i et 

b z=z y H //,.+. /» > ' et nous OD5crverons q ue ces expressions de, 

a et b peuvent représenter à la fois les coordonnées de la perpen- 
diculaire à la courbe dont x et y sont les coordonnées, en regardant 
x et y comme constantes, et c comme une variable, ainsi qu'on fa vu 
n.° 1 1 5 , et les coordonnées de la courbe des centres , en regardant x et y 
comme variables, et c comme donnée en x et y ( n." 116 ). 

Donc la perpendiculaire dont il s'agît sera tangente de cette dernière 
courbe, si la fonction prime de b , regardée comme fonction de a /en la 
même pour la droite et pour la courbe ( n.° / 17 ) ; ou, en général , si les 
valeurs de d et de b' , regardées comme fonctions d'une troisième variable , 

sont les mêmes, et par conséquent aussi, si les valeurs de —7— et — — sont 

» c c t 

les mêmes, soit que les quantités .v et y soient traitées comme variables 
ou non, c'est-à-dire, si dans ces valeurs les parties dépendantes des 
variations de .v et y sont nulles; or c'est ce cjui a lieu en effet, comme 
on le voit par les équations a ( x — <i ) H- b ' ( y — b ) =± ce' et 

d -\- b' y' 0 , qui servent ù la détermination de -V- cl de —7—, 

t' c 
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et qui sont les équations prime* de ( x — a / H- (y — b )* = <:* et 
x — a H- / (y —n b ) z=z o , en y traitant x et j comme constantes , 
et a, b comme seules variables. 

Donc, puisque le rayon oscillateur d'une courbe est par tout tangent 
à ia courbe des centres , et est en même temps égal à l'arc de cette courbe , 
il s'ensuit qu'il peut être pris pour ce même arc étendu en ligne droite, 
et qu'ainsi toute courbe peut être regardée comme formée par le déve- 
loppement de celle qui est le lieu des centres des cercles osculateurs. C'est 
en quoi consiste la théorie des développées d'Huyghens, qu'on n'avait 
démontrée que par des considérations géométriques. L'analyse précédente 
fournit en même temps l'explication d'un paradoxe qui se présente , 
lorsqu'on cherche , par les formules connues , la courbe formée par le 
développement d'une courbe donnée. 

Si on substitue dans l'équation de cette courbe les expressions de ses 
coordonnées a et b en x, y , / et y" , on a évidemment une équation du 
second ordre , d'où il parait s'ensuivre que l'équation en x et y de la courbe 
cherchée devrait contenir deux constantes arbitraires , tandis que la géné- 
ration de cette courbe, par le développement de la courbe donnée, n'admet 
qu'une seule constante arbitraire dépendant du point où commence le 
développement. 

La raison de cette différence consiste , comme nous venons de le 
démontrer , en ce que l'équation de la courbe produite par le dévelop- 
pement , est proprement l'équation primitive complète d'une équation* 
du premier ordre, qui n'est elle-même que l'équation primitive singulière 
de l'équation du second ordre donnée par les conditions du problème , 
et qui , par sa nature , ne peut point avoir de constante arbitraire ; de 
sorte qu'il ne peut y avoir qu'une constante arbitraire à raison de la 
première équation primitive. 

|jt, II y a un genre de questions qui , quoique indépendantes de la 
considération des tangentes , peuvent néanmoins s'y rapporter. Ce sont 
celles qu'on appelle <le maximis et minimis , et qui consistent à trouver 
pour une fonction donnée d'une variable , la valeur de cette variable 
qui rend la valeur de la fonction la plus grande ou la plus petite. Comme 
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les courbes ne sont que la représentation ou le tableau de toutes les valeurs 
de la fonction de l'abscisse , représentée par l'ordonnée , il est visible que 
la question de trouver la plus grande ou la plus petite valeur d'une 
fonction donnée d'une variable , revient à déterminer la plus grande ou 
la plus petite ordonnée de la courbe dont cette variable serait l'abscisse , 
et la fonction donnée serait l'ordonnée. 

Or l'inspection seule de la courbe suffit pour faire voir que ces ordonnées 
ne peuvent être que celles qui répondent aux points dont les tangentes 
seront parallèles à l'axe des abscisses. Si la courbe est convexe à l'axe , 
l'ordonnée sera alors évidemment un minimum ; et si la courbe est concave, 
l'ordonnée est un maximum. 

Nous avons vu (n.° 114) que la tangente de l'angle que la tangente d'une 
courbe fait.avec l'axe , est exprimée en général par / , y étant l'ordonnée 
qu'on suppose fonction de l'abscisse x; donc, pour que cette tangente 
devienne parallèle à l'axe , il faut que I on ait / z=z o ; or , si l'on fait 
/ = o dans les expressions des coordonnées a et 6 ( n. J 1 16 ) , qui déter- 
minent le lieu du centre du cercle osculateur , on a<a= x , b =.y H — , 

y 

d'où l'on voit que si y" est une quantité positive, ce centre tombera au-delà 
de la courbe qui sera par conséquent convexe vers l'axe ; et que si y" 
est une quantité négative , le même centre tombera en-deçà de la courbe . 
c'est-à-dire, du côté de l'axe, et que par conséquent la courbe sera alors 
concave vers l'axe. Donc la fonction y sera un maximum , ou un minimum , 
lorsque sa fonction prime / sera nulle; et , en particulier, elle sera un 
minimum, lorsque là fonction seconde/' sera en même temps une quantité 
positive; et un maximum, lorsque / sera une quantité négative : c'est en 
quoi consiste la méthode connue de maximis et mihimis. 

13 a. Mais il n'est pas inutile de faire voir comment cette méthode 
peut se déduire directement deTanafyse-des fonctions, sans la considération k - 
intermédiaire des courbes. 

Soitfx la fonction de x , dont on demande le maximum ou le minimum. 
Soit a la valeur de 1 a , qui, répond au maximum ou au minimum , il faudra que 
la valeur de fa soit toujours plus grande ou toujours moindre que la 
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valeur Je f (a H— / ) , quelle que soit la quantité /', positive ou négative, 
et quelque petite qu'elle puisse être. Je dis quelque petite que la quantité i 
puisse cire, car une quantité est censée devenir un maximum ou un minimum, 
lorsqu'elle parvient au terme de son accroissement ou de sa diminution ; 
de manière qu'en -deçà et au-delà de ce terme, elle se trouve moindre 
dans le cas du maximum , ou plus grande dans le cas du minimum, que dans 
le même terme. Conservons x à la place de a , la condition du maximum 
sera/ ( x ~\- i ) < fx , ou f( x -+- i ) — -fx < o , et celle du minimum sera 
f (x -h- i) >/x .ouff x -H i)>o, quelque petit que soit positif ou négatif. 

Développons la fonction / (x H— i ) en série , par la formule du n." 5 3 , 
et arrêtons - nous d'abord aux deux premiers termes, on aura ainsi 

f ( x -t- i ) =fx -4- if x H — f" ( x j ) > j <- <lan t une quantité 

renfermée entre les limites o et /', 11 faudra donc que l'on ait/'/' x -+- 

/" .( x r+- j.J < o pour le maximum , et > o pour le minimum, • 

Or , nous avons déjà vu ( n.° r 10 ) qu'on peut prendre / assez petit 
pour que la valeur absolue du terme//' x soit plus grande que celie du 

terme — /" (*-¥■>/■},• èt qu'alors cela aura lieu aussi pour toutes les 

7 • > - - 

valeurs de / plus petites ; donc Ja quantité if x -j- — /" f x-+-j ) 

deviendra alors positive on négative , suivant que la quantité if x le sera ; 
mais celle-ci cliahge.de signe avec la quantité /; donc il sera impossible 
que la condition du maximuni bu du minimum ait lieu , à moins que l'on 
n ait /' x — o. • , 

Prenons maintenant dans le développement de f f x -+- i ) un terme de 

plus , nous aurons f (x i J =fx 4- /'/' ,v H /" x H 

• • t • 2 2 • 3 

■ 1 -, \. v /.i:.. 'jIi . 1 : - ;i il- . : ; r 

* -+-/i ^ i 4 onc « * ? au5 9 de/' * = o , il faudra que l'on ait -^-/" a- -H 

j' . ! i t 

f" f *•+•// < o pour Je maximum, et > o pour le minimum. On peut 

aussi prendre /' assez petit pour que la valeur, absolue du terme — —f 'x 

i.: .. .1- vr - i». *: - ••»- '• . -v 

1 . soir 
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ft 

soit plus grande que celle de f ( x -4— j ) ; alors la quantité 

* ^ .*.* . ; . • • •..>,-... 

— fx -H — f (*-*-)) sera positive ou négative, suivant 

1* 

que celfe de —^-f * le sera. Donc, puisque la valeur de i* est; toujours 

positive, il faudra, pour le maximum, que l'on ait f x < o, et que, pour 
le minimum , l'on ait/"* > o. 

Si l'on avait/" xzzzo , alors reprenant le développement de/ ( x-\-i), 
et employant un terme de plus , on aurait 

donc , puisqu'on suppose/'* = o et/"x = o , on aurait, pour le maximum , 

la condition /"' x -H f(x -\-j)<o ; et pour le minimum, 

la condition opposée. Or on peut prendre i assez petit pour que la valeur 
absolue du terme f x surpasse celle du terme • — ff x ^+"/J* 

i* /♦ 

alors la valeur de f m x H 1 ( x -+-J ) sera positive ou 

2.3 J ». 3.4. J f '<< r 

négative, suivant celle de -^-fx; mais celle-ci change de signe 

*♦ t :.■:..!;::: 1: .r. \: :: . \ ... 

avec la quantité / ; donc il sera impossible que la, condition du maximum 
ou du minimum ait lieu , à moins qu'on n'ait:/'" x = c. . or;; 

Employons encore le terme suivant dans le développement fef(x-\-i) t 
on aura/f* -H == fx -H //' * -4- — fx -4— ~ ^~ /* "H 

• — 1 /* -H /V / et les conditions du maximum ou du minimum 

2. 3 . + . 5 J 1 ». / 

deviendront 

2.3.4. 2.3.4.5 1 

! • 1 « :•!•«« n ; >j - . 'fin;»-? t; rKo-i r:n 

à cause de /' x = 0 ,/"*>= o et /""'*;=: o. On prouvera ici, com-me 
plus haut, que l'on pourra prendre t assez petit pour que le terme affecté 
de /*, pris absolument, c'est-à-dire, abstraction faite .désigne, deyÏQHUfl 

V 
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plus grand que l'autre terme affecté de \ y , et que, par conséquent, la 
somme des deux termes soit nécessairement positive pu négative, selon 

que le terme j x le sera. D'où il e.U aisé de conclure, à cause 

2.3.4 

que i* est toujours une quantité positive , qu'H faudra , pour ic maximum i 
que l'on ait /".*< ? » et. pour le minimum ,f l \x > o ; et au\si de suite. 

* 1 * • « * . 

Donc, en général, si y çst une fonction quelconque de a-, 

J . J .' . »■ ^f* '.. . ....... 1 * 

on aura d'abord, pour le maximum ou le minimum, la condition V* z=z o , 
laquelle donnera la valeur de .v , ensuite y < o ou > o, ce qui s'accorde 
a,vec ce que nous avons trouvé ci-dessus ( n.° jj/ ). Mais nous venons 
de trouver de' plus que si y" r= o , il faudra que l'on ait aus.>i en même 
temps y" = o ensuite /" < o pour le maximum , et y u > o pour le 
minimum ; et ainsi de suite. En général, si une fonction dérivée d'un ordre 
quelconque pair disparaît , il faudra que la fonction de l'ordre impair 
suivant disparaisse aussi, et que la suivante de 1 ordre pair soit négative 
pour fc'JftfÀûirtfJir; et positive pour le minimum.. 

Si la fonction y n'est donnée que par une équation F (x , y) — o , 
il n'y aura qu'à prendre l'équation prime F' ( x ) y' F' (y) — o , 
et faire / ==: .0 , ce qui la réduira à celle - çjlFJx) =2 o , laquelle combinée 
avec F(x,y) == o , servira à déterminer les valeurs de x et y répondant au 
maximum ou au minimum. Ensuite on prendra Téqnatiôn seconde, et faisant 
de même/ = o , on aura la valeur de y" , dans laquelle on substituera 
lés- valeurs, trouvées ,q> x et y -, et on pourra juger , par cette valeur, du 
maximum ou du minimum } et ainsi ,de suite. . Vi 

Si la fonction v",. ou f" x, devenait infime, c'est-à-dire, si — = o ; 

j / J ri toili-j: •!;'•. \> ' / 1 

ce serait une marque que le développement def(x-+-ij contiendrait, 
pour la valeur trouvée de x , un ternie de la forme A i m , m étant entre 
1 et 2 /nAf / pet eu considérant la courbej de l'équation y —fx , 
on pourrait connaître par la forme de son cours dans le point donné, si 
la fonction' y est uft maximum ou un minimum ( m 9 120). Ôn pourrait 
môme donner pour' cela des règles générales , mais qui nous écarteraient 
trop de notre objet. »• • ; " 



! 
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Nous ne nous arrêterons pas p <Jonner des exeinpljes des règles pru- 
dentes pour la détermination des maxitim ^m'mima; comme elles, s'accordent 
en tout avec celles que ion connaît Câpres Je calcul ; différentiel , on 

pourra en faire les mêmes applications. 

... v , . » * )• j.iu.. -. vu. ::■/ ■.) \ v-H '*• \ '» 

134. Je viens -maintenant à la détermination des aires des courbes, 
qu'on appelle communément quadrature des 1 courbes. Considérons , ert 
général , la courbe représentée par l'équation y '/ étant l'ordonnée 

rectangulaire correspondant à l'abscisse x dont elle est une fonction 
donnée. L'espace terminé par cette courbe , l'axe des abscisses et une 
ordonnée quelconque y , sera donc aussi déterminé par une fonction de 
la même abscisse x , que nous désignerons par F x. Supposons que x 
devienne x -+- cette fonction deviendra F(x-^i) , et il est clair que 
F (x-+- i) — Fx sera alors la portion de 1 espace correspondant à la 
partie / de l'axe, et terminée par lès deux ordonnées fx et f ( x -\- i) 
répondant aux abscisses x et x -H /. Or , quelle que soit la courbe 
proposée, il est aisé de se convaincre, même sans figure, que si les 
ordonnées vont en augmentant, ou en diminuant, depuis fx jusqu'à 
f ( x -f- i J, i espace dont il s'agifsera , dans le premier cas, plus grand 
que l'espace rectangulaire i f x , et moindre que l'espace rectangulaire 
iffx-\-iJ,et dans le second cas , plus grand que ce dernier , et moindre 
que le premier. Donc il sera toujours nécessairement renfermé entre ces 
limites ifx et if (x -f- i ), lesquelles seront par conséquent les limites 
de la quantité F (x -h- i) — Fx qui doit représenter ce même espace. 

Développons les fonctions f ( x -+- i ) et F (x -f- i) suivant la formule 
du n.° 53 , et arrêtons-nous au premier terme pour la première, et aux 
deux premiers pour la seconde, on aura/ ( x -t- %) = fx H— if ( x H— j) 

€t F ( x -f- i ) — Fx -+~ iF'x -H F" (x -f- j) , où j est une 

quantité indéterminée qui peut n'être pas la même pour les deux fonctions, 
mais qui doit toujours être renfermée entre les limites o et /. Il faudra 

donc que la fonction Fx soit telle que la quantité / F'x-\ F[ (x~\-j) 

soit renfermée entre les limites ifx et ifx -+- i* f (x •+- i J, quelle que soit 

V 2 
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fa valeur «Je ) , et par conséquent en prenant / aussi petit qu'on voudra. 
Or, l'intervalle entre les deux limites étant i* f (x-\-j) , la différence 
de la quantité dont il s'agit et de l'une des limites, savoir / (F' x — fxj-t- 

F" (x -+- j ) devra être moindre que i* f (x -+- j ) , abstraction 

faite des sigaes de ces quantités. Mais il est aisé de prouver que cette 
condition ne peut avoir lieu pour une valeur de / aussi petite qu'on 
voudra , à moins que le terme affecté de / ne disparaisse; car autrement on 
pourra toujours prendre / tel que la première quantité soit plus grande 

F' x — f x 

que la seconde, puisqu'il suffira que / soit < . 

f (x + j)- ~ F' (x+j) 

On aura donc nécessairement F' x = f x ; et cette condition suffira pour 
la détermination de la fonction Fx , puisqu'on voit qu'elle ne sera autre 
chose que la fonction primitive defx. 

Donc, en général, la fonction prime de la fonction qui exprime l'aire 
d'u 11e courbe par l'abscisse , est la fonction qui représente l'ordonnée de 
cette courbe ; et réciproquement , la fonction qui exprime l'aire ne peut 
être que la fonction primitive de celle qui exprime l'ordonnée. Ainsi 
l'équation d'une courbe étant donnée, pour avoir l'expression de l'aire, 
c'est-à-dire , la quadrature de la courbe , il n'y aura qu'à chercher la 
fonction primitive de celle qui représente l'ordonnée, et on pourra ajouter 
à cette fonction primitive une constante arbitraire ( n.° 62) , qu'on 
déterminera par la condition que l'expression de l'aire devienne nulle au 
point où l'on voudra la faire commencer. 

Nous avons supposé dans l'analyse précédente , que les ordonnées allaient 
en augmentant ou en diminuant depuis fx jusqu'à/" (x — J- i) ; cette 
condition n'aurait pas lieu s'il y avait entre ces deux ordonnées un 
maximum ou un minimum ; mais comme on peut prendre l'intervalle i aussi 
petit que l'on veut , il est clair qu'on pourra toujours faire tomber la 
52conde ordonnée / {x -f- i) en-deçà du maximum ou du minimum; et que 
par conséquent^ conclusion que nous en avons tirée, demeurera toujours 
la même. 

Si la fonction f x exprimait l'aire de la section d'un solide , faite 
perpendiculairement à l'abscisse x , on prouverait de la même manière 
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que la solidité serait exprimée par fa fonction primitive <îe fx. Car 
désignant par Fx la solidité , la différence F(x-\-i ) — Fx exprimerait 
la portion du solide comprise entre les deux sections f (x i) et fx , 
et cette portion serait nécessairement intermédiaire entre les deux solides 
prismatiques ifx et if (x -+- èj , en prenant la quantité /' aussi petite 
qu'on voudrait; d'où l'on conclurait, comme ci-dessus , F' xz=fx. 

135. Le problème de la quadrature des courbes est, comme l'on voit, 
le problème le plus simple de l'analyse inverse des fonctions, puisqu'il ne 
consiste qu'à trouver la fonction primitive d'une fonction donnée. Nous 
avons indiqué , dans la première partie ( n.° 64 et suiv. ), les moyens par 
lesquels on peut faciliter cette recherche; nous ajouterons ici une observation 
essentielle. 

Comme il est souvent avantageux de substituer d'autres variables à la 
place de celle qui entre dans la fonction , pour simplifier ou décomposer 
cette fonction en d'autres plus simples , il ne faudra pas oublier alors de 
multiplier fa fonction dont il s'agit par la fonction prime de sa variable. 
En effet , nommant u l'aire de la courbe dont y est l'ordonnée, et regardant 
y et a comme fonctions de x , nous venons de voir que l'on a u' sz y ; 
mais si on suppose x fonction d'une autre variable^ et qu'on désigne par 
x 1 et u' les fonctions primes de x et « prises relativement à cette nouvelle 

variable, il faudra substituer à la place de 1/ (tu* 63 ) , ce qui 

donnera u' = y x 1 ; et ainsi des autres formules semblables. 

1 3 6. Après le problème de la quadrature des courbes , se présente 
naturellement celui de leur rectification , c'est-à-dire, de la détermination 
de la longueur même de la courbe. 

Nous partirons, pour la solution de ce problème, du principe & Archimède , 
adopté par tous les géomètres anciens et modernes , suivant lequel deux 
lignes courbes, ou composées de droites, ayant leurs concavités tournées 
du même côté et les mêmes termes , celle qui renferme l'autre est la plus 
longue. D'où il suit qu'un arc de courbe tout concave du même côté, est 
plus grand que sa corde , et en même temps moindre que la somme des 
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deux tangentes menées aux deux extrémités de i'arc , et comprises entre 
ces extrémités et leur point d'intersection. Dc-Ià on peut tirer cette autre 
conséquence, que la longueur du même arc se trouvera comprise entre 
celles des deux tangentes menées a ses deux extrémités, et terminées aux . . 
deux ordonnées qui répondent à ses extrémités , prolongées , s'il le faut , 
au-dela de la courbe. 1 

En effet , ayant mené la corde qui joindra les deux extrémités de l'arc , 
il est aisé de voir que l'une des deux tangentes rencontrera les ordonnées 
parallèles sous un angle plus aigu que la corde, et que l'autre . .s rencontrera 
sous un angle moins aigu , et que par conséquent la corde sera moindre 
que la première de ces tangentes, et plus longue que la seconde; donc 
celle-ci sera , à plus forte raison , moindre que l'arc de la courbe. De 
plus , si on considère les deux triangles opposés au sommet , et formés 
par l'intersection des deux tangentes, il est visible que les deux parties 
de la première tangente seront respectivement plus longues que celles de 
la seconde, parce que les côtés formés par ces parties-là se trouvent opposés 
à des angles plus grands que les côtés formés par celles-ci. Donc la première 
tangente entière sera plus longue que la somme des deux portions de 
tangentes comprises entre leur point d'intersection et les extrémités de 
l'arc. Donc elle sera aussi plus longue que l'arc. 

Cela posé,/* étant l'ordonnée qui répond à l'abscisse, fx sera (nJ> 1 14) 
la tangente de l'angle sous lequel la tangente de la courbe , à l'extrémité 
de cette ordonnée, rencontre l'axe des abscisses ; donc /[/"+ (if x)* ] 
r= / V [ 1 -+- ( f x f ] sera la partie de cette tangente comprise entre 
l'ordonnée fx et l'ordonnée/ (x -4- i) éloignée de la première de l'intervalle /. 
De la même manière , on aura /' ( x -f- / ) pour la tangente de l'angle 
sous lequel la tangente de la courbe à l'extrémité de l'ordonnée/^ -f- i) 
rencontre l'axe , et on trouvera / V { 1 -H [f (x -+- i ) ] 1 \ pour la 
partie de cette tangente comprise entre les mêmes ordonnées / a- et 
f ( x ' )> Soit , pour plus de simplicité, <p x z=z \S [ 1 (fx ) x ] , 
on aura i <p x et i <p ( x i ) pour les deux tangentes menées aux 
deux extrémités de l'arc de la courbe compris entre les ordonnées fx et 
f (X -4- i) » et terminées à ces mêmes ordonnées; donc la longueur de 
cet arc devra être renfermée entre les deux quantités itpxetiç(x-i-ij i 
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en donnant à i une valeur aussi petite qu'on voudra. Donc si $ x est la 
fonction de x qui exprime lare de la courbe, i! faudra que la quantité 
$ ( x H- ï) — * x , expression de l'arc compris entre les ordonnées fx 
et f( x -+- *) » soit comprise entre ces deux-ci i <p x et / 0 ( X H— i ) , 
Quelque petit que soit /; d'où, par un raisonnement semblable à celui du 
n.° 134, on conclura a = <p x . Donc^pour avoir la longueur indéfinie 
•de la courbe , il faudra chercher la fonction primitive de la fonction <p x , 
ou V [ 1 -H ( f x / ] ; et comme on peut ajouter une constante arbi- 
traire à la fonction primitive , il faudra déterminer cette constante de 
manière que l'expression de l'arc s'évanouisse au point où l'on voudra 
le faire commencer. 

Donc, si on nomme s l'arc de la courbe dont les coordonnées sont 
x et y , on aura , en regardant y et s comme fonctions de x , l'équation 
1?t£Zv( 1 -+-/ 1 J > à cause de y =/ x, et / =z f x. Et si x et y étaient 
données en fonctions d'une autre variable, comme t. alors, en désignant 
par x' , y' , / les fonctions primes relativement à cette variable , il faudrait 

substitua- —7- et — — à la place de f et s' ( n.° 63), ce qui donnerait 
cette équation / = V ( x! x -¥-/*), entre les coordonnées et l'arc. 

137. Si on imagine que la courbe proposée tournant autour de l'axe 
des abscisses , engendre un conoïde , il est visible que les deux ordonnées 
fxetf ( x -\- i ) décriront en même temps deux cercles dont ces 
coordonnées seront les rayons , que l'arc de la courbe compris entre ces 
deux coordonnées décrira une zoneconoïdique , et que les deux tangentes 
menées aux extrémités de cet arc décriront des zones coniques , entre 
lesquelles la zone conoïdique sera nécessairement renfermée. Or on sait, 
par la géométrie, que la surface convexe d'un cône tronqué est égale à 
son côté multiplié par la demi- somme des circonférences des deux bases. 
Donc , si on désigne par 7r la circonférence du cercle dont le rayon est 
ES 1 , la surface de la zone conique décrite par la tangente / <p .y, sera 

i <p x 7r (f x -+- f x) , puisque les rayons des deux bases sont, l'un 

fx, et l'autre fx ;+- i/' x; et la surface de l'autre zone, décrite par la 

* 
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tangente i<p(x-±- i) , sera i ç fx i) tt [f(x — h- y J , 

car il est facile de voir que les rayons des bases de ce tronc de cône 
seront / ( x -H i ) et / (x -f- i ) — if ( x -\- i ). 

Si donc on désigne par $ x la fonction de l'abscisse x qui exprime 
la surface du conoïde, il est clair que la zone conoïdique sera exprimée 
par la différence $ ( x -+- i) — , et que cette différence devra 

être renfermée entre les deux quantités / tt <p x (fx -+- — f x ) 

et int <p (x-+-i) [f(x -H /; i-/' ( x i J ] , en donnant 

à i une valeur quelconque aussi petite qu'on voudra. D'où l'on pourra 
conclure, par un raisonnement analogue à celui du n.° 134, que cette 
condition ne pourra .avoir lieu , à moins que l'on n'ait V x z=z tt <p xf x 
— 7rfxV[ 1 -f- (fx)' ]• Donç on aura la surface du conoïde 
proposé, en prenant la fonction primitive de la fonction irfx l/[ 1 -f- 
(fx? ], ounrjf |/( 

138. En général , supposons que l'on cherche la fonction Fx par cette 
condition, que la différence F ( x -+- t ) — » F x doive être renfermée 
entre les deux quantités if(x, i ) et i <p ( x , i ) , f et <p dénotant des 
fonctions données de .v et i telles qu'en faisant i — o , on ait fx = <p x, 
et que cette condition doive avoir lieu en donnant à i une valeur quel- 
conque aussi petite qu'on voudra. 

En employant le théorème des n,°' 5 2 et 53, on réduira la fonction 

F ( X i) à Fx i ' F' x -+- F (x H-; et les fonctions 

f(x,i)> <P (*, i) lf* H- if (x,j),<px / <p' (xj), la 
quantité ) étant indéterminée, mais comprise entre les limites o et i, et 
pouvant être différente dans les différentes fonctions; les fonctions dérivées, 
marquées par F', F", se rapportent à la variable .v, et les fonctions dérivées, 
marquées par/', <p' ' , se rapportent à la variable;. Donc, puisqu'on suppose 
fx = <p x , la condition dont il s'agit se réduira à faire en sorte que la 

quantité i F' x -\ — F" ( x -H / / soit comprise entre les deux 

quantit^ 
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quantités ifx -+- i*f* (*,}) et ifx i'<p' (x,j ), quelque petite 
que puisse être la vaJeur de /. Donc il faudra que la différence / ( F' x — fx) 

-+- /* [ -j*- F" (x-\-j) — f ( x, f) ] ne soit jamais plus grande que 

la différence i* [ (x,j ) — f (x,j) ] ; mais tant que ie terme 
multiplié par la première puissance de i ne sera pas nul, on pourra toujours 
prendre i assez petit pour que la première quantité devienne plus grande 
que la seconde , car il suffira pour cela de prendre i moindre que la 

f x f x 

quantité ; , abstraction faite du signe de cette 

»' (*>J) F* (*.-•*- j) 

X 

quantité. Donc, la condition proposée emporte nécessairement celle-ci 
F' x — - fx ■=. o , et par conséquent F' x =z fx ; c'est-à-dire que la 
fonction cherchée Fx, devra être la fonction primitive de fx ; et pour 
avoir la valeur complète de Fx, il faudra y ajouter une constante arbitraire, 
qu'on déterminera par les conditions de la question. 

13p. Les courbes planes appartiennent à la géométrie de deux dimen- 
sions , et ne dépendent par conséquent que de deux coordonnées. Les 
courbes à double courbure doivent appartenir à la géométrie de trois 
dimensions , puisqu'elles ne peuvent être tracées que sur la surface des 
corps solides ; aussi dépendent - elles de trois coordonnées perpendi- 
culaires entre elles , dont deux sont fonctions de la troisième , de sorte 
qu'elles ne peuvent être représentées que par deux équations entre trois 
indéterminées. 

Soit donc pour une courbe quelconque à double courbure y = fx , 
1 =z (px , x , y , 1 étant les trois coordonnées rectangulaires. Soit de même 
pour une autre courbe donnée q — Fp, r =z $ p ; p , q, r étant pareil- 
lement ses trois coordonnées rapportées aux mêmes axes que les précé- 
dentes. Si on veut que ces deux courbes aient un point commun pour 
l'abscisse x , il faudra qu'en faisant p = x , on ait aussi q=y et r z=. 3 ; 
donc y z=z Fx et 3 z= $x. Pour un autre point quelconque répondant 
à l'abscisse x -+- i, les ordonnées y et 1 seront f fx -f- i), <P (x-\-i) , 
et les ordonnées q , r seront F ( x -+- i) , $ ( x i) ; et faisant pour 
abréger <l z=f {x -f- /; — F(x i), jv == <p (x /; — * (x i). 

X 
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il est facile de concevoir que la distance D entre les points des deux 
courbes qui répondent à la même abscisse x -+- i, sera exprimée par 
D = V (d* -4- J^V-- D° » P ar une analyse semblable à celle qui a 
été développée au commencement de cette seconde partie, on prouvera 
que sif'x = I'x, ç! x =r 4>'a-, il sera impossible qu'aucune autre 
courbe donnée qui ne satisferait pas aux mêmes conditions , puisse passer 
entre les deux courbes dont il s'agit. 

Si l'on avait de plus/" x = F" x et q>" x — ¥ x , on prouverait , de la 
même manière, qu'aucune autre courbe pour laquelle ces équations n'au- 
raient pas lieu , ne pourrait passer entre les mêmes courbes ; et ainsi de suite. 

AinM , en appliquant aux courbes à double courbure les mêmes notions 
des diiférens ordres de contact des courbes ordinaires , on en conclura 
que les deux premières conditions détermineront un contact du premier 
ordre, que les deux suivantes détermineront un contact du second ordre; 
et ainsi de suite. 

En général, en nommant x ,y, i les coordonnées d'une courbe pro- 
posée, et/J, q, r les coordonnées de la courbe donnée, pour laquelle 
on demande les conditions du contact d'un ordre donné avec la courbe 
proposée , si F (p , q, r) — o , et $ (p , q, r ) ss o sont les deux 
équations de la courbe donnée , on aura pour un contact du premier 
ordre, les quatre équations F ( x , y , — o , F ( x , y , — o , 
$ (x, y, lJ = O , $ (x, y, zf = o; pour un contact du second 
ordre , on aura de plus les deux équations F ( x , y , 3 )" — o , 
* ( x, y , 1/ — o ; et ainsi de suite, en regardant, dans ces fonctions 
dérivées , y et £ comme fonctions de x. On satisfera à ces équations par 
le moyen des constantes arbitraires a , b , c, ckc. , qui entreront dans les 
fonctions données F ( p , q , rjei${p,q,rj,el qu'on pourra appeler, 
comme ci - dessus ( n.° 1 17 ) , élément du contact , lorsqu'elles seront 
déterminées en fonctions de x , y, £, / ,£', &c. 

140. Prenons pour la courbe donnée une ligne droite déterminéepar les 
deux équations q — a -+- />p, r z=z c -\- dp ; pour qu'elle ait un contact 
du premier ordre, c'est-à-dire, pour qu'elle soit tangente d'une courbe 
quelconque proposée et rapportée aux coordonnées x ,y, on aura ces 
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quatre équations / = a bx , 1 z=z t H— dx , y L — h, Y = d > 
d'où l'on tire a = y — y' x , c — 1 — j'.v. De sorte : que les 
équations de la tangente rapportée aux coordonnées p , q , r , seront 

q — y — /* -4- >> , r — 1 — £x -+- z'j>. 

II est facile de voir que ces deux équations représentent les deux 
tangentes des courbes planes qui forment les projections de la courbe 
proposée sur les deux plans des .v et y et des x et 1 ( n.° 113); de 
sorte que pour mener une tangente à une courbe à double courbure , il 
suffira toujours de mener les tangentes à ses deux projections , et la droite 
dont ces deux tangentes seront les projections , sera la tangente cherchée. 

141. Supposons qu'on demande le cercle oscillateur d'une courbe à 
double courbure. 

Pour avoir, de la manière la plus simple, les équations générales d'un 
cercle tracé sur un plan quelconque, nous considérerons le cercle comme 
formé par l'intersection d'un plan qui passe par le centre d'une sphère; 
Je rayon et le centre de la sphère deviendront alors ceux du cercle, et 
le plan sera le plan même du cercle. • < 

L'équation générale d'une sphère rapportée aux trois coordonnées 
p, q , r , est 

(t — a)' -+-Y? — i> + (r - c = d\ 

■ 

où a t b, c sont les coordonnées du centre, et d est le demi - diamètre, 
ou rayon. L'équation d'un plan rapporté aux mêmes coordonnées et 
passant par le point qui répond aux coordonnées a , b , c, est en général 

/>' rt'-f- m ( q b ) -+- n (r c ) = o , 

m et n étant deux constantes arbitraires , qui déterminent l'inclinaison du 
plan à l'égard des plans fixes des coordonnées. Le système de ces deux 
équations représentera donc un cercle dont le rayon sera d , dont le 
centre sera déterminé par les coordonnées a, b, c , et dont le plan 
dépendra des quantités m et n. < 

Si donc on change darçs ces équations les quantités p, q, r en x , y, 1, 

X z 
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et qu'on en prenne les équations primes et secondes , on aura ces six 
équations : 

( x a _4- (y — b ? H- ( l — c / = A 
x — a -H m ( y — b ) -+- n ( z — c ) — o , 
x — a -+- / (y — b ) -f- i (z — c ) = o, 
i -+- m / -+- n z' ==. o , 

, y» -+-<■-+-/ ^-i/ + fri-*;=o^ 

*/ -H = o, 
dont les quatre premières renfermeront les conditions ' nécessaires pour 
que le cercle dont ii s'agit ait un contact du premier ordre avec toute 
courbe à double courbure , dont x , y , z seront les coordonnées , y et z 
étant données en fonctions de x ; et si on y joint les deux dernières , on 
aura les conditions nécessaires pour un contact du second ordre, c'est-à-dire» 
pour que le cercle devienne osculateur de la courbe. 

Comme il y a dans ces équations six quantités indéterminées, a, b, c> 
4, m et n , on pourra satisfaire à toutes ces conditions , et le cercle 
osculateur sera déterminé de grandeur et de position. Mais si on ne 
demande qu'un cercle tangent , il restera deux indéterminées , pour 
lesquelles on pourra prendre le rayon d , et une des deux quantités m 
et n. Dans ce cas donc , l'équation 

x — a -+- / ( y t> ) -Ir- ?! ( Z — c ) = o 

déterminera le plan dans lequel se trouveront les centres de tous Tes 
cercles qui peuvent être tangens ; et comme le rayon du cercle tangent est 
nécessairement perpendiculaire à la courbe , cette équation sera celle d'un 
plan perpendiculaire à la courbe , en prenant rf> b, c pour les coordonnées 
du plan. 

Considérons maintenant le contact du second ordre. Les trois première* 
équations donneront 

*- a — Â ,J— * — r >Z— C — — ; 

en faisant , pour abréger , 
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Ces valeurs étant substituées dans la cinquième équation , on en tirera 
, ( 1 -»- /' C ) R 

(» - i) > - ( « - y ; ï • 

Enfin , la quatrième et la sixième équation donneront 

_ _ * . — "_ >' 



t> — yi iy - >i 

valeurs qu'on substituera dans les expressions précédentes. 
On aura ainsi, après ies réductions, 



a — x — f/* + t'*J-(//+û7 ' 

La quantité sera le rayon osculateur de la courbe proposée , et le» 
quantités a, b, c seront les coordonnées de la courbe des centres de tous 
les cercles oscuiateurs ; mais cette courbe ne sera pas pour cela une déve- 
loppée , comme dans les courbes à simple courbure. 

142. Pour s'en assurer, et trouver en même temps les conditions 
nécessaires pour qu'elle devienne une développée de la courbe à double 
courbure , il n'y a qu'à employer des considérations semblables à celles 
du n.° 130. 

Reprenons les valeurs de a,b,c, tirées des trois premières équations , 
nous aurons 

( ny' - mi) d 
a = X , 

(n-i)d 
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Ces expressions, en regardant les quantités x, y, i> / , i' , ainsi que 
m et // , comme constantes, et la quantité d comme seule variable , donnent 
les coordonnées de la droite dans laquelle est placé le rayon ésculateur ; 
mais en regardant toutes ces quantités comme variables, et m, n, d 
comme données en x , puisque y et i sont censées données en x , ces 
mêmes expressions représentent alors les coordonnées de la courbe des 
centres. Or, pour que la droite devienne tangente de la courbe, il faut 

b' c 

que les valeurs de — - et — — , en regardant h et c comme fonctions 

de a , ou en général a , b , c comme fonctions d'une autre variable 
quelconque , soient les mêmes dans les deux cas. Donc les valeurs de 

4 £ '4 

— ~ , — =- , —7,- devront être aussi les mêmes , soit que les quantités 
a a a. 11 

n , b , c, d soient seules variables, soit que les quantités x, y, £, m et n 
varient aussi en même temps; par conséquent, il faudra que les équations qui 
déterminent ces valeurs, aient lieu également dans les deux hypothèses. 

Or , si on considère les équations qui ont servi à déterminer les quan- 
tités a, b, c, d, m et n en x , y, y' , y" , et qu'on regarde toutes ces 
quantités comme variables à la fois , il est clair que les deux équations 
(x - ar + (y — l)> + (z — c )> = A^x — a-+-ï(y-b) 
H- ( Z — c ) = ° emporteront encore celle-ci , 

— d (x — a) —b' (y — b) —c'( z — c)=zdd', 

qui n'est que l'équation prime de la première, en supposant a,b ,c , d 
seules variables. De même, les deux équations .v — n -+-/ (y — b ) H— 

emporteront celle-ci , 

a' -f- = o, 

qui est également l'équation prime de la première , en ne prenant que 
a, b , c pour variables. Ces deux équations ont donc la condition demandée; 
mais comme elles ne suffisent pas pour la détermination des trois quantités 

a b' c 

—jr-, —r > '1 faudra trouver, de la même manière, une troisième 

ii d <t 

équation qui contienne les fonctions primes a' , b' , c' ; or , les deux 
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précédentes ayant été déduites de l'équation de ia sphère , il faudra tirer 
ia troisième de l'équation du plan x — a -+- tu (y — b) -+- n (z — c) z=z o > 
laquelle, en faisant tout varier , et ayant égard à l'équation 1 —h- m y 
//£,' — o, donnera celle-ci 

— a — mV — nd tri ( y — h ) -4- ri (z c ) = o , 

qui est, comme l'on voit, l'équation prime de la précédente, en supposant 
a , b , c, m, n variables à la fois; par conséquent, cette équation n'aura 
pas la condition demandée , à moins que la partie dépendant de la 
variation des quantités //; et 11 , ne disparaisse, c'est-à-dire, à moins 
qu'on n'ait 

tri (y b ) «' ( Z c ) — °- 

Si cette condition a lieu, alors l'équation restantes' -f- mV ~\-nc =o, 
combinée avec les deux équations qu'on vient de trouver, donnera les 

.1 b' c * 
valeurs de —jr> "T 7 "'' ~~7 r ' serout ' es mêmes, soit que les quantités 

a , b ,c, d soient seules variables , soit que x, y, j.met n varient aussi 
à la fois. Par conséquent, la droite dans laquelle est placé le rayon oscil- 
lateur, deviendra tangente à la courbe des centres: donc aussi ce rayon 
sera tangent de la même courbe, puisqu'il est terminé à cette courbe. 
Dans ce même cas, les expressions précédentes de a , b , c donneront 
sur-le-champ ces fonctions primes 

(ny'-mj) d' y _ ( » - 7' ) J' ^ (m - y ') <V 

d'où l'on tire a' 1 -+- V 1 -f- c ' * = d' \ et de- lù d' = Y (n' 1 -f- b' 1 -+- d 1 ) . 
Or, nous verrons ci-après ( n.° 1 ^ ) que cette équation montre que d 
est l'arc de la courbe dont a, b , c sont les coordonnées. Donc le rayon 
oscillateur sera non-seulement tangent à la courbe des centres, mais encore 
égal à l'arc de cette courbe. H ne sera donc autre chose que le développement 
de cette même courbe , laquelle sera par conséquent la développée de la 
courbe proposée, dont x , y, z sont les coordonnées. 

* ^ 

143.. La condition tri ( y — h /-H «' ( Z — c J =1 o que nous 
venons de trouver pour que la courbe ait une développée, a évidemment 
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iieu , lorsque m et n sont constantes ; et dans ce cas , la courbe sera toute 
dans un plan déterminé par ces constantes. Si ces quantités ne sont pas 
constantes , elles détermineront le pian tangent de la courbe ; et lorsque 
l'équation précédente aura lieu , les rayons oscuiateurs formeront une 
courbe développable. Car en ajoutant à cette équation l'équation 
i -f- m y' -+- ntf = O i qui est une de celles du n.° 1 4. i , on 
aura celle-ci, 

1 H— m/ -t- »i' -\- m' (y — b) -+- n' ( z — c ) — o, 

qui n'est autre chose <jue l'équation prime de l'équation du plan 

x — a -H- m (y — b ) -+- n ( z — cj — o , 

en regardant les coordonnées a , b , c du plan comme constantes , et la 
quantité x qui sert ici de paramètre et dont les autres quantités y, z> m, n 
sont supposées fonctions, comme seule variable; ce qui constitue le principe 
des surfaces développables , comme on le verra plus bas ( n° 1 rp ). 

Au reste, il y a une manière plus générale de concevoir les développées 
des courbes , laquelle consiste à prendre le rayon de la développée dans 
une position inclinée au plan tangent, et qui donne iieu à plusieurs belles 
propriétés des courbes et des surfaces. Comme les^bornes que nous nous 
sommes prescrites ne nous permettent pas d'entrer dans ce détail , nous, 
ne pouvons qu'inviter nos lecteurs à voir cette nouvelle théorie dans le 
tome dixième des Mémoires présentés à la ci -devant Académie des sciences. 

144. Si on trace la projection d'une courbe à double courbure sur 
le plan des x et y , on peut regarder cette courbe de projection comme 
l'axe curviligne de la courbe à double courbure; de sorte qu'en nommant 
s l'arc de la courbe de projection , dont les coordonnées sont x , y, et 
supposant que cet arc soit étendu en ligne droite , on aura s et z pour 
les coordonnées rectangulaires de la courbe à double courbure supposée 
appliquée sur un plan. 

Cette considération nous offre le moyen d'appliquer immédiatement 
aux courbes à double courbure, les formules de la quadrature et de la 
rectification des courbes planes ( n." 1 34, 1 36 ). Pour cela, il n'y aura 
qu'à substituer s au lieu de x, et 1 au iieu de ^, dans les expressions^/ 

et 
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et / ( x fX -4-/V» 011 aura Z s ' et / ( s ' % -+- Z ri J> et comme l'arc s esç 
déterminé par l'équation / = / ( x' x -H/V* en faisant cette substitution , 
on aura les deux formules 1 Y (x"" -+-/V et Y ( x" 1 -H— / * H— Z" J t 
dont la première sera la fonction prime de l'aire , ou de la surface du 
cylindre droit qui a pour base la projection de la courbe à double courbure, 
et qui est termine par le contour de cette courbe, et dont la seconde 
sera la fonction prime de l'arc de la même courbe. 

145. Les surfaces courbes se déterminent aussi par trois coordonnées rec- 
tangulaires, comme les lignes à double courbure, mais avec cette différence, 
que pour les surfaces , deux des coordonnées sont indépendantes entre 
elles , et la troisième est fonction de ces deux ; de sorte qu'une surface 
n'est représentée que par une seule équation entre les trois coordonnées. 
Ainsi les deux équations qui déterminent une courbe à double courbure, 
représentent chacune en particylier une surface courbe , et la courbe 
représentée par le système de ces deux équations , est formée par l'inter- 
section des deux surfaces. La théorie des surfaces dépend donc de l'analyse 
des fonctions de deux variables , et peut être traitée comme la théorie 
des courbes , et par les mêmes principes. Ainsi , de même qu'une ligne 
droite peut être tangente d'une courbe, un plan peut être tangent d'une 
surface , et on déterminera le plan tangent par la condition qu'aucun 
autre plan ne puisse être mené par le point de coiitact entre celui - là 
et la surface. 

Soient x, y , 1 les trois coordonnées de la surface donnée, et p, q, r 
les coordonnées du plan tangent rapportées aux mêmes axes rectangulaires ; 
on aura, par la nature de la surface, 1 -=.f(x,y ) , et par la nature du 
plan, r = a -y- bp -4- cq ; a,b , c étant les trois constantes qui déter- 
minent la position du plan. D'abord , pour que le plan ait avec la surface 
, un point commun, il faut que son équation subsiste, en supposant que 
les coordonnées p, q , r deviennent x , y , 1; ce qui donnera cette première 
équation: 1 = a H— bx cy. 

Considérons maintenant un autre point de la surface répondant aux 
coordonnées x /' , y -+- 0 , l'ordonnée perpendiculaire 1 deviendra 
f ( x i,y -+- 0 ). Faisons aussi dans l'équation du plan p = x -t- /, 

Y 
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y z=z y -f- o , l'ordonnée perpendiculaire r deviendra a -4- b (x i ) 
c (y -f- o ) , et ia distance entre les points correspondans de la surface 
et du pian sera exprimée par 

f(x-+- i , y -+-o) — a — b (x-^i) — c (y-±-o). 

La fonction f ( x -H i , y -+- o ) Deut se développer dans cette série 
(nf S, ) f (x , y) ■+- if (x, y ) -+- of, (x , y) -f f(x , y) -H 

lof, (x' K y ) -f- o % f„( x, y) -f- &c; donc, à cause de/ (x,y ) = 

a _j_ bx -+- , la distance dont il s'agit , que nous désignerons par D , 

sera exprimée ainsi : D =. i [f ( ' x,f ) — b]-\~ 0 [JJ ( x,y) — c ] 

-h- — f (x,y) -H iof! (x,y)-^- — f„ (x,y) -4-&c, où ion vo?t 

d'abord que, les quantités / et 0 demeurant indéterminées, la valeur 
de D deviendra la plus petite, si on extermine l es quantités b et c de 
manière que les termes multipliés par / et 0 disparaissent , ce qui donnera 
b = /' (x , y ) = c =f, (x , y) = i, ( m.' po ) ; et comme on a 
déjà trouvé a -+- b x -+~ c y z=z £, on aura les valeurs des trois constantes 
a, b, c de l'équation du plan en fonctions de x, y, j. Ces valeurs seront 
donc a = 1 — xtf — y z, , b = , c — z,; et la position du plaa 
sera entièrement déterminée. 

146'. Par l'évanouissement des termes multipliés par / et 0 , l'expression 
de la distance D ne contiendra plus que des termes multipliés par des 
puissances ou des produits plus hauts de ces mêmes quantités. Si on faisait 
passer un autre plan par le même point qui répond aux coordonnées x ety, 
on trouverait par la distance que je nommerais A , entre les points de la 
surface et du nouveau plan correspondant aux coordonnées x H— i et 
y — f— o, une expression semblable à celle de D, mais où les termes multipliés 
par i et par 0 ne se détruiraient plus. Or , il est facile de voir qu'on peut 
prendre les quantités i et 0 assez petites pour que les termes multipliés 
par les premières puissances de / ou de 0 deviennent plus grands que les 
autres termes multipliés par des puissances ou des produits de plusieurs 
dimensions, ce qui porterait d'abord à conclure que l'on peut toujours 
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donner à / et 0 des valeurs assez petites pour que la distance A surpasse 
ia distance D , en sorte qu'il soit impossible que»le dernier plan passe 
entre le premier et ia surface. 

Mais cette conséquence, qui serait légitime si les expressions de D et A 
n'étaient Composées que d'un nombre déterminé de termes, pourrait souffrir 
des difficultés à raison des suites infinies qui entrent dans ces expressions. 
C'est pour les éviter que , lorsque nous avons considéré les tangentes 
des courbes , nous avons fait usage du théorème du n.° 53, par lequel 
on peut ne développer les fonctions cme par parties , et autant qu'on en 
a besoin. Nous pourrions encore appliquer ce théorème au développement 
des fonctions de deux variables , en développant successivement suivant 
les puissances de i et de 0 ; mais comme on n'aurait pas , de cette manière , 
des formules symétriques , et semblables à celles des fonctions d'une seule 
variable , nous en prendrons occasion de généraliser l'analyse des 
n.° 5 45 et suiv. , en l'étendant au développement d'une fonction quelconque 
f( x >y) d e ^eux variables. 

147. Reprenons ia formule générale trouvée ( n." 8 / ) pour le déve- 
loppement de / ( x H— i, y -H 0 ) , et changeons ( ce qui est 
permis , par la raison que x , y , i et 0 sont des quantités quelconques ) 
x et y en x — i et y — 0 , ensuite i et 0 en k£ et jrg; nous 
aurons 

î (x,y) =zf (x — xz, y — yz) -+- xtf' (x — x Z> y — yz ) -H 

yzfi(* — *vy—n)-^ -~f" (* — *z>y — yi)-*- 
*rtiï(*—*z>y—n)-+: (* — * z ■ y — y i ) ■+- & c - . 

où 1 sera une quantité quelconque indéterminée qui étant supposée égale 
à léro , rendra l'équation identique , et qui étant faite = 1 , donnera 

f(x,y) —f.-^xfJ-^yf, -H -H xyf\ X./ # _ H & C , 

formule générale du développement de la fonction x, y) , suivant les 

y 2 
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puissances Je v et v , dans laquelle les quantités désignées par f., f' , f. t , &c. 
dénotent les valeurs écs fonctions dérivées suivant x et y , en faisant 
x z=z o et y z=. o. Supposons maintenant qu'on ne veuille faire ce 
développement que par parties , et arrêtons - nous d'abord au premier 
ternie, nous ferons 

f (x,y) = ffx x Z , y yi) -f- P , 

P étant une fonction de z qui devra être évidemment nulle lorsque 
1 z=z o. Puisque la quantité j peut être quelconque , nous pouvons prendre 
l'équation prime relativement à 3, et par les principes et la notation établis, 
il est facile de voir que la fonction prime de f ( x — x£,y — yz)> 
prise relativement à 1 , sera — xf (x — *£, y — yz) — yf t (x — x Z , 
y — yz) > donc, désignant par F la fonction prime de P, prise aussi 
relativement à z > on aura » P our la détermination de P , l'équation du 
premier ordre . 

• F = xf {x — x Z , y —yz) -+-yf, (x — x Z , y — yz)- 

Considérons , en second lie» , les trois premiers termes du développement 

de f (x,y ), et faisons 

f{x,yj =ffx — x Z ,y — yz) -H *zf' (x — x Z , y — yz) -*- 

Q sera une fonction de z » qui devra , par la nature même de cette 
équation, devenir nulle lorsque z = °- A cause de l'indétermination 
de z» on pourra prendre l'équation prime relativement à z: et désignant 
par Q la fonction prime de Q , on trouvera , après avoir effacé les termes 
qui se détruisent dans l'équation prime , cette équation du premier ordre 
pour la détermination de Q , 

Q! = *zf'(* — *i> y —-yz) -+- %*nf t (* — n*? —n) 
y % zfjx — *z> y—yz) ; 

et ainsi de suite. 

Pour déduire de ces équations les valeurs de P , Q, &c. , il faudrait 
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chercher les fonctions primitives des quantités P , Q' , &c. , relativement 
à z, et les prendre telles qu'elles soient nulles lorsque 1=0. Mais, 
comme nous n'avons pas besoin des expressions générales de ces quantités , 
mais seulement de leurs valeurs relatives à { =s 1 , que même il suffit 
d'avoir des limites de ces valeurs , on pourra faire usage de la méthode 
du n.° 40 , pour parvenir à des conclusions semblables à celles du n.° 5 1 . 

Ainsi , en désignant par A un nombre indéterminé , ou plutôt inconnu, 
toujours compris entre o et 1 , et qui devra être par tout le même dans 
la même fonction , mais qui pourra être différent dans les différentes 
fonctions, on trouvera les expressions suivantes : - 

P = xf'(\x, Xy} ^- yfjxx, Xy), , . 

q = ^ [ x r \f) -+■ zx yfi x yJ -h//, (**, \y) ] î 

et ainsi des autres. 

Donc , enfin , substituant ces valeurs de P, Q, &c. dans les développemens 
de f(x, y) , et faisant ç = I , on aura ces formules générales quï 
renferment une extension du théorème du n.° 52. 

f(x,y) =f. -4- xf'(Xx, ^y)-^-yf l (Xx,Xy); 

+ yf. t /" (xx. Xy J / 

■+- *yfi ( Xx > x y) ■+■ ~^~f* ( hx ' K y ) > 

= &c. 

Donc, si Ton a la fonction f(x -h i,/-4- ù.) à développer suivant 
les puissances de f et de 0 , il n'y aura qu'à mettre i et 0 à la place de 
x et y dans les formules précédentes et les quantités / f.' f , • &c. 
deviendront / (x, y) , f (x,y), f,(x,y) t &c. , où les fonctions 
dérivées peuvent être prises relativement à x et y , puisque la fonction 
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f ( x î , y -\~ o ) z&\ telle que ses dérivées relativement à x et y sont 
les mêmes que les dérivées relativement à i et o. Ainsi on aura 

ffx -i- i, y -+- o; — f (x, y ) if (x Ai, j + Aoj 

■ = f(*> y)-*- '/'{*> y) -+- °f,( x > y) • 
■+■ -f i" f* -h h- i 0/ y* -h x/ ^ -h ao ; 

H —fj* -t- M*, y A' 

= f(*> y) '/ r»< ^ -h <tf/* ? 7; 

~~~~ f* (** y) + "f{x,yj ^-fjx,y) 
H — f"(x-ï-\i,y -f- Ao; -H-i-î-y7^-HAi^-4-Ao; 

z a • 3 

— &c. 

La quantité A/ répond , comme l'on voit, à la quantité que nous avons 
désignée par / dans les formules employées au commencement de cette 
seconde partie. Nous avons préféré l'expression A/, parce que le même 
coefficient A se trouve dans la quantité Ao. De ces formules qu'il serait 
maintenant aisé d'étendre aux fonctions de trois ou d'un plus grand 
nombre de variables , on peut déduire la conclusion suivante : 

Lorsque dans le développement d'une fonction suivant lès puissances 
et les produits de certaines quantités , on veut s'arrêter aux termes d'un 
ordre donné, c'est-à-dire, dans < lesquels ces quantités forment des 
dimensions d'un degré égal à l'exposant de cet ordre , on peut supposer 
ie reste du développement égal aux seuls termes de l'ordre suivant, mais 
en y conservant ces mêmes quantités sous les fonctions , et les multipliant 
toutes par un coefficient A dont la valeur sera entre les limites oet 1, 
et qui sera la même dans la même fonction, mais qui pourra être différente 
dans les différentes fonctions. 
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148. Nous pouvons maintenant donner aux résultats de l'analyse du 
n.° 145 toute la rigueur qu'on peut désirer; pour cela, il n'y a qu'à 
développer la fonction f f x /, y -4- 0) , en s'arrêtant aux termes du 
premier ordre , on aura ( n.° préc. ) 

f( , _h it y 0 ) = ffx,yj -H If'fx. yJ -H of t (x,y) 
H— —f ( x — f- Xi , y -H Ao ) -+- i of' (x -f- k't , y ko ) 

H — -H A/, y -H Ao/, 

et la valeur de la distance Z> se réduira à 

D =z — /Y* H- Ai, jr — f- ko J -+-iof' (x -H A/, y H- \ 0 J 

Pour tout autre plan représenté" par l'équation r =± et -4- &p _f- yq, 
et ayant le même point commun avec l'autre plan et la surface, celte 
distance , que j'appellerai A , contiendrait , outre les. termes pr&édens , 
encore ceux-ci du premier ordre «* » .' : - . j*. Ni \ i 

\ J [f' (x.y) - *] *U,(*.y) —y]y - - 

id'où il est facile de conclure qu'on pourra toujours prendre /' et 0 assez 
petits pour que cette distance A surpasse la distance D. Donc il sera 
impossible que ce dernier plan puisse passer entre la surface et le plan 
représenté par l'équation r = a -+- bp -f- c q ; par conséquent celui-ci 
sera tangent de la surface donnée, en faisant, comme dans len.° 145 , 

a =Z — x l' — yt,' t —Y» € = Zf D'où l'on voit que la position 
du plan tangent dépend des deux fonctions primes j' et £ y . 

En effet , il est facile de trouver, d'après l'équation r — a -\-bp -4- cq , 
que si on nomme <t l'inclinaison du plan représenté par cette équation 
sur le plan des coordonnées p et q , et £ l'inclinaison de la ligne d'inter- 
section de ces deux plans à l'axe des abscisses p , on aura h sin. /3 
tang. <t, c = cos. £ tang. <t, d'où l'on tire tang. a =z •/ ( b x -\- c x ) 

et tang. ^ == — Donc, puisque les axes des coordonnées x t y, 1 sont 
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les mêmes que ceux des coordonnées p t r, ies angles * et Q>, relative- 
ment au plan tangent, seront pareillement déterminés par ces formules: 

tang. ot = / -4- « ton g- £ — - - . 

14p. En général , i-=zf(x,y) étant l'équation de la surface pro- 
posée, et r — F (p,q ) celle d'une surface donnée, si on veut que ces 
deux surfaces aient un point commun qui réponde aux coordonnées x,y,i$ 
il faudra que l'équation r — F ( p , q ) ùx lieu aussi enYaisant p x , 
<j = y, r — z , ce qui donnera 1 = F ( x , y ). Ensuite , si on considère 
ies points des deux surfaces qui repondent aux mêmes coordonnées x -4- / 
et y -4— 0 , et qu'on nomme D la distance entre l'un et l'autre, c'est-à-dire, 
la partie de l'ordonnée perpendiculaire qui se trouvera comprise entre les 
deux surfaces , il est visible qu'on aura 

D =zf(x-*-\,y-\-o) — F (x-±-i,y 0 ). 

• • ■ , ■ ■ ■ - 

Développons ces deux fonctions par les formules du n.° 147 , en nous 
arrêtant d'abord aux termes du premier ordre , nous aurons , en mettant 
l, jf et i,l la place de f ( x, y ) , f ( x , y ) , f, ( x , y) , 

D = i '[ i — F' ( x,y ) ) -f- * [ Zi - F t ( x,y ) ] 

H ~~ [ f" (x-k-Ki, y -4— Ko) — F' (x -f- A/, y -4- Ko) ] 

-+- io [ f, (* -+- Ki, y -+- Ko) F'(x -+- Xi, y -4- Ko) ] 

H — [ f M ( x -+-K't ' , y -+- Ko) F m {x -+- Ki , y -+- Ko ) ]. 

Supposons que les termes multipliés par / et par 0 disparaissent , ce 
qui a lieu en supposant — F' (x, y) et Zl zszJF t ( x, y ) , l'expression 
de D ne contiendra plus que des termes d'un ordre supérieur ; et il est 
facile de prouver qu'on pourra toujours prendre / et 0 assez petits pour 
que cette valeur de D devienne moindre que la valeur d'une pareille 
quantité pour une autre surface donnée , dans laquelle les termes multi- 
pliés par i et par 0 ne se détruiraient pas. Ponc si l'équation r zzz F(p, <j ) 

de 
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de fa surface donnée contient trois constantes arbitraires a, b, c,çt qu'on 
les détermine de manière à satisfaire aux trois équations 

Z = F (x, y), i — F' ( x , y ) , z, == F t ( x, y ) , 

iJ sera impossible qu'aucune autre surface qui ne satisferait pas aux 
mêmes conditions , puisse passer entre cette même surface et la surface 
proposée dont les coordonnées sont x , y , z- 

Il est visible que les trois équations précédentes ne sont autre chose 
que l'équation même de la surface donnée, en y changeant les coordonnées 
p, q, r en*, y, 3, et les deux équations primes de celle-ci prises suivant 
x «suivant/. D'où l'on peut conclure, en général, que û F ( p , q ,r ) ■==; o 
est l'équation de la surface donnée , les trois équations dont il s'agit seront 
renfermées dans celles-ci F (x , y , z) = 0 • F' (** J* l) = 0 e * 
F t ( x , y, z) = 0 » en regardant 3 comme fonction de x et y ; de 
sorte, que si on désigne simplement par F' ( x ) , F' ( y ) , F' (z) les 
fonctions primes de F ( x, y , z) prises relativement à x, y, % seuls, 
les deux dernières équations deviendront ( n.° p 1 ) 

P ( X ) -t- iF'd) = o. F' (y) -+- Zl F' fi) = o. 

150. Reprenons l'expression générale de la distance Z), et développons 
les deux fonctions qu'elle contient, en poussant le développement jusqu'aux 
secondes dimensions de /' et 0 ; si on suppose que les trois équations 
ci - dessus aient déjà lieu , on aura simplement 

en faisant , pour abréger, 

A" =f m f3c-è-Xl, y-t- \o) — F'" (x -H A/^-f-Ao; 

-rf* =a ft (x -+-X/,> H- W — ^ -i-M,y-*-KoJ 

&c. . 

. Donc , si l'équation r -=2 F ( p , q ) àefa. surface donnée est telle qu'on 
puisse encore satisfaire aux trois équations z = F" (x ,yj,z = FI (x,y) , 

Z 
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1„ — F„( x > y ) > fes termes du second ordre disparaîtront aass! dans 
l'expression de D , et on prouvera aisément qu'il sera toujours possible 
de prendre les quantités i et o as5ez petites pour que la distance D soit 
plus petite que la distance A pour toute autre surface donnée qui ne 
satisferait pas aux mêmes conditions ; d'où il suit qu'il sera impossible' 
que cette surface passe entre la surface donnée dont l'équation est 
r = F ( p , q) , et la proposée dont l'équation est z=zf(x,yj; et 
ainsi de suite. 

Si on rejirésente en général par F ( p, </ , r J — o l'équation 
de la surface donnée , il est visible que les trois dernières équations seront 
renfermées dans celles-ci : F' ( x , y, z) z=. o , F[ ( x, y , z) ■=. o et 
( x > y ' Z ) = ° » en regardant z comme fonction de x et y ; et ainsi 
des autres. 

On pourra donc étendre aux surfaces la théorie des contacts de différens 
ordres que nous avons exposée relativement aux lignes courbes, et en dé'duire 
des résultats semblables. Ainsi, pour le contact du premier ordre, on aura 
l'équation F ( x , y , z) = o avec ses deux équations primes suivant 
x et y ; pour le % comact du second ordre , on aura , outre les trois équations 
précédentes , les trois équations secondes de F (x , y,%) = O suivant*, 

suivant/, et suivant x et y ; et ainsi de suite. 

• • • 

151. Prenons, pour la surface donnée, la sphère dont Téqualion la 
plus générale est 

j> , tj, r étant les trois coordonnées d'un point quelconque de* sa surface, 
*/ , h , c les trois coordonnées qui déterminent la position du centre , et d le 
demi- diamètre, ou le rayon. 

En changeant dans cette équation p , q, r en x, y, z> et prenant 
ensuite les deux équations primes suivant x et y , on aura ces trois 
équations : 

(* — «r "+** ( y — \r ( z — '/ - * = o. 
x — a -+- i (z — c ) = ° > y — & -*~ z, { z — c ) = °» 
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par lesquelles on pourra déterminer d'abord les trois constuiiLes a, h , c ; 
on trouvera ainsi 





V ( 1 C 






V 






d 





«t le rayon </ sera encore arbitraire. 

Là sphère déterminée par ces élémens sera donc tangente de la surface , 
et par conséquent son rayon sera perpendiculaire à la même surface. 
Ainsi , en regardant la valeur de ce rayon comme indéterminée, les trois 
quantités a , b,c seront les coordonnées de la perpendiculaire à la surface, 
d étant variable, et x ,y , 1 constantes. 
• 

152. Pour que la sphère devienne osculatrîce de la surface , on aura 
encore trois autres équations , qui seront les trois équations secondes de la 
première équation ci-dessus; mais, comme il ne reste plus qu'une arbitraire 
d , il est clair qu'on ne pourra pas satisfaire à toutes ces équations; d'où 
il suit qu'il est impossible de trouver en général une sphère osculatrîce 
d'une surface , comme on trouve le cercle osculateur d'une courbe. 

Si , au lieu d'une sphère , on voulait employer la surface formée par 
la rotation d'un arc de cercle autour de sa corde; comme on aurait 
dans l'équation de cette surface six constantes arbitraires , on pourrait alors 
déterminer ces élémens de manière que le contact du second ordre eût 
lieu en général avec une surface quelconque. Il en serait de même pour 
toute autre surface dont l'équation renfermerait au moins six constantes 
arbitraires. 

■ 

153. Mais si parmi toutes les sphères touchantes il ne peut y en. 
avoir aucune qui devienne proprement osculatrîce de la surface, on peut 
néanmoins déterminer celle qui sera osculatrîce d'une courbe quelconque 
tracée sur la même surface. Pour cela, il n'y aura qu'à supposer y fonction 
4e x, comme dans les courbes à double courbure, et prendre, dans cette 

Z z 



180 THÉORIE 

hypothèse , les équations primes et secondes de i équation de la sphère 

(*— *)*-*-(?— hr+d—*r— ^=°. 

L'équation prime sera 

* — (y ? ) ~*~ M-+-/zJ (i — c)— o, 

en regardant toujours £ comme fonction de* et,, dont les deux fonctions 
primes sont 3' et ^ » et ensuite y comme fonction de x , dont / est la 
fonction prime. On trouvera, delà même manière, cette équation seconde 

, -h/' -H/7, - V rWtf -4-/2/ -WT-H 

L'équation prime est déjà remplie par les deux équations primes du 
n.° 151, a- — a -+- i (z — c) = o t y- — b-^ Zl (l — c) =0. 
Ainsi il ne reste qu'à satisfaire à l'équation précédente , laquelle , à cause 
de y — t> -+- Z, { Z — c ) — 0 > se réduit à celle-ci 

Si donc on substitue dans cette équation la valeur de c trouvée ci-dessus 
( n,° cité) , on en pourra tirer la valeur de d , et l'on aura 

. [ 1 -h y + M + y'z.r ] i (* + C -+- C) 

Connaissant ainsi £ rayon d de la sphère osculatrice , on aura, par 
les formules du même numéro , les valeurs des coordonnées a, 6, c du 
centre. 

1 54. La quantité/ qui entre dans les expressions précédentes, dépend 
de la courbe qui est la projection de celle qu'on suppose tracée sur la 
surface. Cette courbe étant arbitraire , on peut chercher celle dans laquelle 
le rayon de courbure d sera un maximum ou un minimum ; et pour cela , 
il n'y aura qu'à égaler ù zéro la fonction prime de l'expression de d , 
regardée comme fonction de / ( n.° 1 jj ). Mais , pour simplifier ie 
calcul , nous observerons que puisque d—(z — c ) / ( i+f+C/j, 
ie maximum ou minimum de d, relativement à/, répondra au maximum 
ou minimum de c; ainsi il n'y aura qu'à prendre l'équation prime de 
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l'équation ci-dessus e/itre c et y' , en supposant nulle la fonction prime 
«Je c , c'est-à-dire, en ne regardant que / comme variable. On aura de 
cette manière l'équation 

y -»- x,<i -+-/&; ■+■ fi-t-yu (z-'} — °. 

qui , étant combinée avec la même équation , servira à déterminer y' et c. 

Si on multiplie cette équation par / et qu'on la retranche de l'équation 
dont il s'agit, on aura celle-ci plus simple 

i Z" / z' Z, "H (i fi) ( Z -c)=z 6, 

qu'on combinera avec la précédente. 

Par l'élimination de z — c on aura une équation en / de cette forme ; 
A y* — B/ — C = o , en faisant, pour abréger, 

A es / i h- C ) i — iz t z„ 

• B z=. ( i H— z'* ) Z u ( 1 ■+■ Zt ) Z* 

C=z ( i - z ' Zi z; 

et la résolution de cette équation donnera 

_ B ± V ( B* + AC) 
y — ^ ' 

équation du premier ordre en x , y et y' , puisque j étant , par la nature 
de la surface , une fonction donnée de x et y, les quantités , B, C seront 
aussi des fonctions données de x et y. Donc l'équation primitive en x et y 
renfermera une constante arbitraire, et représentera une infinité de courbes 
qui seront les projections des lignes de plus grande et de moindre courbure 
de la surface proposée. 

Si on combine les deux équations ci-dessus de manière à faire disparaître 
les termes où y' et i — c se trouvent ensemble , on en tirera 

* Z ~~ — C - iz u ' 

Donc , substituant la valeur de et faisant de plus 

£ç= (t H- j"; z, +. (I -+■ zt) Z -+- ïz,i. 



182 théorie! 

ou aura 7 — c =z —2- £. , et de- là 

.... : i: . •' • ■ j * ( i <r t ^ ■ - . • , 

d'où l'on voit que les deux valeurs du radical donnent, l'une le maximum-, 

et l'autre le minimum du rayon d. 

H y a donc , à chaque point de la surface , deux branches qui se coupent 

et qui repondent, l'une à une ligne de plus grande, et l'autre à une ligne 

de moindre courbure; et l'angle sous lequel elles se coupent, dépend de 

la double valeur de la quantité / , qui est égale à la tangente de l'angle 

formé par la tangente de la courbe de projection sur le plan des x et y 

avec l'axe fixe des x. Or , comme la position de ce plan est arbitraire , 

on peut la prendre de manière qu'il coïncide avec le plan tangent de la 

surface , alors la projection de la courbe se confondra avec la courbe 

même , et les deux valeurs de / deviendront les tangentes des angles que 

les tangentes des deux branches de plus grande et de moindre courbure feront 

avec une même ligne; par conséquent la différence de ces angles sera 

l'angle cherché sous lequel ces branches se coupent; donc , nommant et et /3 

les deux valeurs de / , la tangente de cet angle sera , par les formules 

a - £ * (B* ■+■ \AC) 

connues , = ; „ Mais il est facile de voir , 

i -+- a j3 A — C 

par les formules du n.° 148 , que, pour que le plan tangent d'une surface 
coïncide avec le plan des * et y, il faut que les valeurs de i' et i, soient 
nulles. Faisant donc dans les expressions de A, B , C, z=z o, £, = o ; 
on aura A = B zsz i 0 — 3", C = 1, * ce <I U ' donne A — C = o. 
Ainsi la tangente de l'angle dont il s'agit sera infinie , et par conséquent 
l'angle sera droit. D'où l'on doit conclure, en général, que les lignes de 
plus grande et de moindre courbure d'une surface quelconque se coupent 
toujours à angles droits, 

155. La propriété du maximum et du minimum n'est pas la seule qui 
caractérise ces lignes , elles sont encore distinguées par rapport à leurs 
développées. En effet , si on cherche les conditions nécessaires pour que 
le rayon de courbure soit par tout tangent à la courbe des centres , on 
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trouvera f par des considérations semblables à celles du n.° 142 , appliquées 
aux expressions des coordonnées a, b , c de ce e courbe ( n.° ijfjr 
que ces conditions se réduisent à ce que les valeurs des fonctions primes 
a' , b' , c soient les mêmes, soit que la quantité d soit seule variable r 
ou que les quantités x , y , 1 varient en même temps que d. Ainsi, si on 
prend les équations primes des trois équations ( x — a )*-{-( y — b )* 
-±-(l — c) t =<i\x — a-i t -i ( 1 — c) zzz o,y — b -+- — cJ=io r 
du n.° 151, d'où dépendent les valeurs a, b, c, il faudra que la partie 
due à la seule variation de .v , y, 1 soit nulle. Or, il est visible que 
ia seconde et la troisième équation rendent nulle cette partie dans l 'équation 
prime de la première équagon ; donc il suffira de prendre les équations 
primes des équations .v — <i-hz'{Z — c ) = 0 » y ~ ' "+" Z, (Z — cJ=o r 
en regardant b et c comme constantes. Ces équations seront donc , en 
regardant, comme ci-dessus ( tu ifjj, y comme fonction de x, et £, 
comme fonction de a- et/, 

1 H- C y' il, -H (î fi) fz'~e)=s oi 

' y ~+~ lit -+- / Z," -+- Ct -H / Zj (Z — c) — o; 

et si on les compare aux deux équations du n.° 154» qui déterminent 
le maximum et le minimum de d , oh voit qu'elles sont identiquement les 
mêmes. D'où il suit que les lignes suivant lesquelles le rayon de courbure 
sera tangent de la courbe des centres , sont les mêmes que celles de la^ 
plus grande ou de la moindre courbure. 

Mais les expressions de a, b , c du n.°i 151 donnent, en ne faisant 

varier que d, ±^J^—, V = , 

c> = - / d'où Ion tire a" -f- b' 1 4- <T = #\ et 

par conséquent d r = Y ( d % —H b' 1 -+- <r" ) ; d'où l'on conclura 
( n.° 14.4 ) que la quantité d sera égale à l'arc de la courbe dont a, b , c, 
sont les coordonnées. Ainsi cette courbe sera la vérilabi développée des 
lignes de plus grande et de moindre courbure , et réciproquement il n'y aura 
sur une surface quelconque que ces lignes qui puissent avoir une déve- 
loppée formée par les rayons de courbure. 
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Ces propriétés des surfaces sont très-curieuses, et méritent toute l'attention 
des géomètres; elles donnent lieù sur-tout à des applications importantes 
pour les arts. Voyez les Mémoires présentés à l'Académie des Sciences , 
et r Application Je l'analyse à la génération dis surfaces courbes , par Monge. 

156'. On peut proposer sur les différens contacts des surfaces des 
problèmes analogues à ceux qui nous ont occupés , relativement aux 
lignes courbes ( n.° 122 et suivans ) , et les résoudre par des principes 
semblables. Nous nous contenterons ici de considérer les contacts du 

1 

premier ordre. 

Suivant les formules du n.° 150, si l'équation F(p, q , r ) z=z o, 
de la surface donnée , contient trois constantes arbitraires a , b , c , pour 
que cette - surface ait un contact du premier ordre avec une surface 
quelconque rapportée aux coordonnées x , y , z » "* ^ aut déterminer 
<7, b, c, en .v, y, z> par les trois équatiôns F (x,y, %) — o , 
F' (x, y. 1) — o , F t (x, y, z) r= o, dont les deux dernières se 
réduisent à la forme F' (x) z' F' (z) = o , et F' (y) -+- z, F' (z) = o. 
Donc, si la question est de trouver là surfacé pour laquelle les trois 
clémens du contact a, b, c, auront entr'eux une relation déterminée, il 
faudra substituer, dans l'équation qui exprime cette relation, les valeurs 1 
de a, b, c, et si cette équation est entre les quantités a ,b , c et x, y, z, 
on aura une équation du premier ordre en x, }, g, g et qu'on pourra 
traiter par la méthode générale du n.° 1 04. 

Mais si l'équation donc il s'agit n'était qu'entre les trois quantités 
a, b, t, la solution du problème serait beaucoup plus simple. En effet, 
il est clair qu'on peut alors supposer que les quantités a, b, c soient 
constantes; et dans ce cas l'équation F (x , y , z) = o sera l'équation 
primitive de l'équation du premier ordre donnée par les conditions du 
problème, en y substituant pour une des trois constantes a, b, c, sa 
valeur tirée de l'équation donnée; on aura ainsi une équation primitive 
qui ne sera que particulière ; mais comme elle renferme deux constantes 
arbitraires, on pourra, par la méthode du n.° 95, trouver l'équation 
primitive générale qui donnera la solution complète du problème. 
On fera donc , suivant cette méthode, b = <p a, si a et b sont les 

deux 



1 
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deux constantes arbitraires ; on éliminera a au moyen de l'équation 
F (x, y, 1 ) = o et de son équation prime, prise relativement à la 
seule quantité a, équation représentée par F (a) a x F (b) = o , 

en dénotant par F (a) et F' (b) les fonctions primes de F (x,y, z) 
relativement aux variables isolées a et b. 

157. Pour voir comment le système de ces deux équations satisfait 
au problème, on observera d'abord que l'équation F (x, y, z) = o, 
représente la courbe donnée avec laquelle la proposée doit avoir un contact 
du premier ordre; ainsi cette équation résout le problème, quelles que 
soient les constantes arbitraires a et b. Mais comme le contact demandé 
par le problème, exige seulement que les valeurs de 1 et de ses deux 
fonctions primes et z, soient les mêmes pour les deux courbes , il s'en- 
suit qu'il aura également lieu en supposant a et b variables , pourvu que 
ces fonctions primes soient encore les mêmes. Or, c'est précisément ce 
qui résulte du système des deux équations dont il s'agit , comme on peut 
s'en convaincre par le n.° 9 5 . 

Nous observerons ensuite que la surface représentée par le système 
de ces équations , ne sera autre chose que la surface formée par l'inter- 
section continuelle des surfaces représentées par ia même équation 
F (x , y , z) = o, en y faisant varier le paramètre a ; de manière que 
cette surface touchera ou enveloppera à ia fois toutes ces différentes 
surfaces particulières. En effet, si on représente , ce qui est permis, cette 
surface enveloppante , par l'équation F ( x , y , z) = 0, dans 
laquelle a soit une quantité variable quelconque, et qu'on cherche à 
déterminer cette quantité, de manière que la même surface touche suc- 
cessivement toutes les surfaces données, il faudra satisfaire à l'équation 
F' (a ) -+- <p' a x F 1 (b) — o pour que les valeurs de z' et £ soient 
ies mêmes que celles des surfaces enveloppées. Ceci répond à ce .qu'on 
a trouvé plus haut ( n,° 126), relativement aux lignes courbes. 

158. Puisque l'équation F (x,y, ^ =0 renferme les trois arbi- 
traires a , b , c qui doivent être déterminées par la combinaison de cette 
équation avec ses deux équations primes prises relativement à x et y , 



Digitized by Google 



1 86 THÉORIE 

en reganlant a,b, c comme constantes ( n.° 156); si on regarde 
maintenant ces quantités comme des fonctions de x et y, il est clair qu'on 
aura aussi séparément les deux équations primes de la même équation 
relativement à ces quantités. Ainsi, en désignant par F' (a) , F (b) , 
F! ( c ) les fonctions primes de la fonction F (x, y, 1) prises relative- 
ment aux seules quantités a, b, c considérées séparément, on aura encore ces 
deux équations primes 

a' F (a) -+- V F (b) -+- f» F' (c) .= o, 
a, F' (a) -+- b t F' (b) -+- t t F' (c) z= o. 

Soit c — / fa, b) l'équation qui exprime la relation donnée entre 
les quantités a, b, c, en prenant de même les deux équations primes, 
on aura 

c' = et f (a) -+- V f (b), 
c t == a, f (a) -f- b t f (b), 

j' ( a ) et f (b) étant les deux fonctions primes de/ fa, b) prises 
relativement à a et b isolées. Substituant ces valeurs de i J ct c t dans les 
deux équations précédentes , on aura 

d [F fa) -+-f (a) *F(c)]-t- b' [F(b) -+-f (b) x F' fcj] = o, 
a k [ F fa) -+-/' (*) x F (c) ] -H 6, [ F (b) ft/ x F ^ (c) ] = o , 

d'où l'on tire cette équation a' />, — If a f 6 , où b fonction 
désignée par la caractéristique / n'entre plus. 

• Si donc on substitue dans cette équation a' V a, = o les 

valeurs de a, A en a, y, 1, et j y , on aura une équation du second 
ordre, dont l'équation 'primitive du premier ordre sera c=iffa,b) t la 
fonction désignée par /étant arbitraire; et l'équ;:tion primitive de celle-ci 
entre x, y, 1 sera le système de l'équation F (x , y , 1) — o , et de 
son équation prime prise relativement à a , après y avoir substitué 
f (à, /»/pour c , et $ a pour b , la fonction <p « étant la seconde fonction 
arbitraire. Ainsi on pourra , de cette manière , trouver l'équation 
primitive de toute équation du second ordre réductible à la forme 
a' b, — U a, -=. o , les quantités a, b étant déduites d'une équation 
quelconque F (x, y, £, a, b, c) = 0, entre les quantités 
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x, y, z> a > h, c, et de ses deux équations primes prises dans l'hypo- 
thèse de a, b, c constantes; ce qui fournit une méthode importante 
pour les progrès de l'analyse inverse des fonctions de deux variables. 

159. Appliquons la théorie précédente aux plans tangens. Nous avons 
trouvé plus haut , que les élémens a , b , c du contact d'un plan 
représenté par l'équation r zzz a —\— l> p -h- c q sont exprimés ainsi : 

a — 1 a — — v £, , b r=: £ , c z^z Donc si l'on a une équation 

quelconque entre ces trois quantités, laquelle donne, par exemple, 
c =. f (a, bj, 1 équation primitive de cette équation du premier 
ordre sera représentée par le système de ces deux équations, 

l = a -\- x <ç a -\- y f (a, $ a) , • 
1 —H- x ty' a — t— y f (a)' — o , 

en dénotant par . <p' a et f (a)' les fonctions primes de <p a et de 
f (<i> <pa) relatives à a. La quantité a devra cire éliminée pour avoir 
une équation en x, y, g; et la fonction ça sera la fonction arbitraire. 

Cette équation sera donc celle de la surface formée par l'in- 
tersection continuelle de tous les plans représentés par l'équation 
ç m a — |— x (p a — f— y f fa, Ç a) , en faisant varier successivement le 
paramètre a ( 11° 1 y y ) ; ce sera par conséquent une surface dévelop- 
pable , puisqu'on peut concevoir que le même plan tangent , supposé 
flexible et inextensible , s'applique et se plie sur la surface , sans 
duplicature ni solution de continuité , et réciproquement que la surface 
s'applique et se développe sur le même plan sans se briser ou se replier. 

Puisque a = g — xi — yç, , et & = tf, on aura a' ±= — x£' — , y fi; 
a, = — - .v £ y i ti , t) — 1 , b t = £ , donc l'équation a 1 b, a, b' = o 

(n.° prfc.J deviendra ,(x £ — (*£ -+- yzj l" — °i 

savoir, gj* — g* ^ z= o. Ce sera l'équation générale des surfaces déve- 
loppâmes , dont par conséquent l'équation prîmiiivc sera le système de 
ces deux-ci , g z=i a —h- x $ a -+- y fa , et i x "<p f a -f- y j' a z=z o , 
Ça et fa dénotant deux fonctions arbiuaîres de a. Voyez les ouvrages* 
déjà cités fn°. 1 y y). 

1 60. Si on demande les plus grandes ou les moindres ordonnées £ 

Aa z 
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d'une surface donnée*; il est aisé de concevoir qu'elles p?uven< 
repondre qu'aux points où le plan tangent devient parallèle au pian -les 
. x et y; donc on aura dans ces points, tang. <t = o , et par conséquent 

Z' 1 H- Zi % = ° ( n °' > ce V* 1 ne P eut av °i r l'eu <I u 'en faisant 

à la fois i' — o et z, — o. Ce sont-là les conditions nécessaires pour 
que l'ordonnée z devienne un maximum ou un minimum. 

Puisque z peut représenter une fonction quelconque de x et y , on en 
conclura en général, que pour qu'une fonction de deux variables devienne 
un maximum ou minimum , il faut que ses deux fonctions primes relatives 
à chacune de ces variables , soient nulles. 

Mais on peut parvenir directement à cette conclusion par la considé- 
ration des fonctions d'une seule variable , suivant la théorie du n.° i 3 2 , 
et trouver en même temps les Conditions nécessaires pour que le maximum 
ou minimum ait lieu. En effet , z étant fonction de x et y , on peut supposer 
d'abord x donné, et chercher ie maximum ou minimum de z relativement 
à y; on aura pour cela l'équation ^=20, et ensuite z„ < o pour le 
maximum et > o pour le minimum. Si donc on substitue dans z la valeur 
de y tirée de l'équation z, = 0 » ce Ue quantité z deviendra une simple 
fonction de x, et sera déjà un maximum ou minimum relativement à y. Il , 
n'y aura donc qu'à la rendre encore un maximum ou minimum relativement 
à la quantité x qui avait été supposée constante ; or y devant maintenant 
être regardé comme une fonction de x donnée par l'équation & = o , il 
est clair que la fonction prime de z relativement à x ne sera pas simplement 
Z' , mais -+- / Zi » et sa fonction seconde relative aussi à x , sera 
Z -+- 2 y' £ -+" /' Z„ / Zi> etl désignant toujours par / et y" , les 
fonctions primes et secondes de y relativement à x. On aura donc 
Z r -4- / Z, = 0 » et comme on a déjà z, = o , cette seconde équation 
se réduira à z' = o. De sorte qu'on aura pour la détermination de x 
et y , les deux conditions z' — 0 » & = o » comme plus haut. 

Maintenant il faudra de plus que l'on ait z -f- 2/ z„ -t-y" z,<° 
pour le maximum et > o pour le minimum; mais comme v doit être 
déterminé par l'équation & ss O, / le sera par son équation prime 

£' o» laquelle donne f z=z — . Ainsi on aura pour ie 
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maximum z ■ — < o , et pour le minimum 1 1 — > 0 ' t ou bien* 

lm Zm 

puisque z„ doit être aussi < o dans le premier cas, et > o dans le second, 
il faudra que l'on ait , tant pour le maximum que pour le minimum , 
Z z a — l'/ 1 > o. D'où l'on peut conclure que les valeurs de x et y tirées 
des équations 5= o et z, = o , donneront un maximum ou un minimum , 
suivant que l'on aura z„ < ou > o , pourvu que l'on ait en même temps 
Z Z„ — Z', 1 > o , ce qui emporte , comme l'on voit , la condition que 
Z' et z„ soient de même signe. 

Donc, si z z„ — z? = ou < o , il n'y aura ni maximum ni minimum, 
à moins que les fonctions tierces ne disparaissent aussi , auquel cas le 
jugement dépendra des fonctions quartes , et ainsi de suite. 

Ii ne suffit donc pas pour l'existence du maximum ou minimum, que l'on 
ait j" < o et ^ < o ou j" > o et z„ > 0 » comme on pourrait le conclure 

du chap. XI de la seconde partie du Calcul différentiel d'Eu/er. 

1 •. . :. 

....... . . .• . . : ....... 

161. Il est facile d'appliquer la méthode précédente aux fonctions 
de trois variables. Supposons que u soit fonction. des variables x, y, z: 
regardant d'abord x et y comme constantes , et z seu ^ comme variable » 
on aura , suivant la notation déjà adoptée ( n.° 103}, t u =. o pour la 
condition du maximum ou minimum , et ensuite u < o pour le maximum 
et u > o pour le minimum. L'équation ,u = 6 donnera la valeur de 2 
en x et y , qu'on substituera ou qu'on supposera substituée dans la 
fonction u , , moyennant quoi cette fonction ne contenant plus que les 
deux variables x et y, retombera dans le cas que nous venons de résoudre. 

Pour construire des formules générales , on remarquera que si a 
n'était qu'une fonction de * et y , on aurait pour le maximum et minimum 
les conditions tl — z o et u t =r o ; ensuite pour le maximum u h < o et 

pour le minimum u h > o , et enfin u" a a t/* > o pour les*, deux cas. 

Mais puisque u contient de plus % qui est elle même une fonction de 
x et y , les vuleurs des fonctions désignées par u' , u t , u" , &c. , ne seront 
pas simplement exprimées par ces quantités , mais il y faudra ajouter les 
termes qui doivent provenir de la quantité z regardée comme fonction 
de x et y. Ainsi, en prenant les fonctions primes et secondes de u, on 
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trouvera que la quantité u' cîevieiu u' -\- f u , que la quantité u, devient 
u l -t- ,a i n que la quantité u" devient u" -h- 2 / 7/ -+- ,u z -+- ,fi tf* , 
que la quantité u t devient u u -+- 2 t u t z, -H ^'^.-f- h et que la 
quantité u\ devient «J +■ y w, -+- / ^ -4- ,w ^ -+- „« ^ Zj- 

Donc on aura d'abord pour le maximum ou minimum , les deux 
conditions 1/ -f- t u z' = o , a, H— ,« 7,, := o ; de sorte qu'à cause de 
y « — o , on aura ces trois équations t/ — o , u t ■=. o et ju ss o j 
c'est-à-dire, les trois fonctions primes de « relatives à .v, v, 2» chacune 
é.;aie à zéro. 

Ensuite ,1 à cause de ,u = o , on aura a, -f- 1 ,u, z, -+- „« 3/ < o 
pour le maximum et > o pour le minimum, et pour l'un et l'autre , 

fa" h— 2 / £ -h „« (»„ h- 2 & h- „h e/; 
> (*t -+- fi, i -+- / z, „» t U*- 

' Mais comme la valeur de z en Y et / dépend de l'équation ( a=o, 
on prendra ses deux équations primes suivant x et y , pour avoir les valeurs 
de £ et* de z, \ °" aura donc / u z' = o et -H „a g, = o ; 

d'où l'on tire 7' = — et 7, = 1 - L -. On substituera donc 

..;..« ^ .... ... 

ces . valeurs, et comme l'on a déjà trouvé u < o pour le maximum et > o 
pour le minimum \ en multipliant la première condition par u . on aura 
une quantité* qui devra toujours être > o. Donc les conditions pour 
le maximum ou minimum se réduiront à ces trois -ci 

w a << o pour le maximum et >.o pour ie minimum,. 

a tf — h* > o et 

U i: .' "j : ■ 3 • • if :,. , • < i •!.-. ' ,» t 1 •• • 

(„° **" y j ^« — , u t ) > 1 ,, u u 't — y fi») • 

On voit par la marche d& cette méthode, comment elle peut s'étendre 
à un plus grand nombre de .variables, et pn en peut, d'abord conclure en 
général » que l'on aura les équations Aù^maximumi ou 'tniuimùm d'une 
fonction qutjconq ue de plusieurs variables; eii égalant' à zéro les fonctions 
primes de cette fonction , prjses relativement f chacimp de ces variables; 
ce qui donnera autant d'équations que de variables. Adepard des autres 
conditions nécessaires pour l'existence du, maximum ou , minimum, on les 
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trouvera successivement par les principes et les formules que nous venons 
d'exposer. ( 

* 

i 62. Pour donner un exemple de la méthode de maximis et mimmis , 
supposons qu'on demande la plus courte dislance entre deux lignes droites 
données de position dans l'espace. Soit pour l'une des droites l'abscisse x, 
les deux ordonnées seront de la forme a -\- bx et c -+- dx; soit pareil- 
lement pour l'autre droite l'abscisse^ prise sur le même axe, les deux 
ordonnées rapportées aussi aux mêmes axes que celles de la première 
droite seront de la forme A -f- By , et C D y ; donc, le carré de 
la distance entre les deux points qui répondent aux abscisses x et y , sera 
exprimé par cette formule, 

(x — y) l -\-(a — A-î-bx — By) x ~\r-(c — C-^-dx — Dy)\ 

; 

que nous ferons, pour plus de simplicité , égale à 2 j, 1 
En prenant les fonctions dérivées, on aura ; .. 

Z'= x — y),-±- b {a — A-+-bx — ByJ-t- d (c—Ù-^dx—Dy) , 
l,— — (x —y) — B(a—A-¥- bx — By) — D (c — C-+-dx— Dy), 
l=z 1 1 + = — 1 — bB-^dD. 

Donc, i.° on aura, pour la détermination des deux inconnues x'-etj, 
les équations 

x—y-)-b(a — A-> r -bx—By)-+-d(c—C-+-dx^- Dy) — o, 
x — y h- B (a A-+r bx — By) -+- Z> (c— C. -4- <Lt Dy ) = o. 

2. 0 Puisque la valeur de £ w est nécessairement positive % il ne pourra 
y avoir que le minimum , mais il faudra de plus que i'ojti ail la coiniitioii 
€t» — l'/ > 0 > savoir 

( , +y ( \ + & 471 ^fijSf^ do/ > o. 

Or , c'est ce qui a lieu , queifes que soient les valeurs de b, d, B , D ; 
car la condition précédente peut >se meure sous, celte forme 

(h — B / ( d — D )'- 4- (bD — dB/ > o. 
Comme les équations en x et y sont Hhéaircs , la détermination de ces 
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quantités n'a aucune difficulté; nous ne nous y arrêterons pas*, d'autant 
que ce problème est susceptible d'une solution géométrique fort élégante. 

1^3. On peut encore , dans la recherche des maxima et minima des 
fonctions de plusieurs indéterminées , considérer toutes les variables à la 
fois, ce qui est plus direct et plus lumineux. Soit, en effet,/ (x,j, £, u . . .) 
la fonction proposée, si on suppose que les quantités x, y, 1, u, &c. 
aient déjà les valeurs convenables pour le maximum ou minimum , il faudra 
qu'en substituant x -+- p , y -+- q , z -+- r , B-+-J, &c. , à la place de 
x, y, l, u, &c. , dans la fonction dont il s'agit , sa valeur devienne toujours 
plus petite dans le cas du maximum , et toujours plus grande dans le cas 
du minimum, quelles que soient les valeurs de p, a, r, s, &c, et quelque 
petites qu'elles, soient; c'est ce qui résulte de la nature mcme du maximum 
ou minimum (n.° 132). 

Développons la fonction / (x -+-p , y -f^ q , Z "*+■ r > n ~+~ ' • • • ) 
suivant les puissances et les produits des quantités p, q, r, s, &c. , par 
les formules du théorème général ( n,° 147 ) , et arrêtons - nous aux 
premiers termes de ce développement. 

Si on désigne simplement ( ainsi que nous l'avons pratiqué jusqu'ici) 
par f (x) , f (y ) , f ( g ) , f ' ( u) , &c. , les fonctions primes de la 
fonction f ( x , y , u . . . ) , prises relativement à x, y, £, u , &c. 
considérés séparément, et qu'on désigne de plus par f" (x) ,j" ( x,y),f" (y)i 
f ( x > Z) ' f (?> z) >/ (l) > &c - te* fonctions secondes de la fonction 

/ (x Kp , y H- *q, £ + Af , * -4- \S . . . 

prises relativement à x seul , à x et y, à y seul , à x et à et g; et 
ainsi de suite , on aura 

f(x-)rp»y-+~4*.Z-*-r* u s . . . ) z=z f (x , y , 1, a . . ) 

h- ipT(*J h- pqf n (*,y) +-itrtî) ^prffx.zJ 

-+-<l r f"(y> Z) H- &C 

Le coefficient A désigne un nqmbre indéterminé compris entre o et 1 , 

et 
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et qui sera le même dans la même fonction, mais pourra être différent 
dans les différentes fonctions. 

Donc, il faudra que la quantité 

* Pf M <lf (y) "+■ rf (z) -+- sf (u) H- &c. 

soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum , en 
donnant à p, q, r, &c. , des valeurs quelconques aussi petites qu'on 
voudra. D'où l'on conclura d'abord , par un raisonnement analogue à 
celui du n.° 132 , que cette condition ne pourra être remplie, à moins 
que les termes multipliés par les premières puissances de p, q, r, &c. , 
ne soient nuls chacun en particulier , ce qui donnera les équations 

f (*) = o.ffyj = o,f'( Z ) = o./Y«; = o,&c. 

qui sont communes au maximum et au minimum , et qui étant en même 
nombre que les indéterminées p , q, r , s, &c. , serviront, à déterminer 
leurs valeurs. v 

1 64. Mais pour que ces valeurs donnent en effet un maximum ou un 
minimum , il faudra encore que la quantité restante 

i p'f(*) -h p-if"(*.y) -+- i 9'f (1) ■+■ ?'!"('■ 1) -+- 

9 r f (j>.t) ■+• î f r ( 1) ■+■ &c - 

soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum , 
quelles que soient les valeurs de/), ^,r, &c. , et quelque petites qu elles 
puissent être. 

Comme les fonctions /' ' ( x ), f" ( x , y), &c. , qui multiplient les 
carrés et les produits des quantités p, q, r, &c. , renferment elles- 
mêmes ces quantités, il pourrait être difficile, et peut-être impossible 
de déterminer les caractères nécessaires pour que la condition dont il 
s'agit ait lieu rigoureusement ; mais j'observe que si on suppose À zzz. o , 
ces fonctions deviennent indépendantes de p, q, r, Sec. ; et ont des 
valeurs déterminées ; et l'on trouve alors , comme on le verra dans un 
moment , des conditions entre ces mêmes fonctions , qui ne consistent 

Bb 
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que dans des inégalités entre des quantités composées de ces fonctions. 
Ces inégalités étant supposées avoir lieu pour dts valeurs déterminées 
de x, y, i. &c. , auront lieu encore pour les valeurs peu différentes 
.v-t- A;;, / -f- À 7 ,y -+- Ar,&c, tant que les quantités Ay>, A 7, Àr,&c. , 
ne passeront pas certaines limites qui pourront être aussi peu étendues 
qu'on voudra. Donc , puisque la condition exigée pour le maximum ou 
minimum , n'a besoin d'être remplie que pour des valeurs quelconques de 
p , q , r , &c, aussi petites qu'on voudra , il s'ensuit qu'il suffira de satisfaire 
à cette condition dans le cas de A = o; par conséquent on pourra 
supposer tout de suite A se o , ce qui réduira les fonctions /" (x), 
f" ( x , y ) , f* (y j » &c. , qui entrent dans la quantité ci - dessus 
~ p 1 f" (x) -+- pqf ( x , y ) -+- &c. , à n'être que les fonctions secondes 
de la fonction donnée f ( x, y , 1, u . . . ) prises relativement à x seul, 
à .y et y , &c. 

1 6$. Tout se réduit donc à trouver les conditions pour qu'une quantité 
de la forme 

Af -H Bpq -f- Cq l H— Dpr Eqr -f- Fr* -+- Sic. t 

1 

dans laquelle A, B , C , &c. sont des quantités données, et p , q, r , &c. 
dénotent des quantités indéterminées , soit toujours nécessairement positive 
ou négative, quelles que soient les valeurs de p , q , r, &c. 

Supposons qu'elle doive être toujours positive, il est évident que, pouf 
le cas contraire, il suffira de prendre négativement les coèfficiens A,B ,C , &c. 
Puisque cette quantité 'ne peut jamais devenir négative, il s'ensuit qu'elle 
doit avoir un minimum positif ; et réciproquement , si elle n'a que des 
minima positifs , elle ne pourra jamais devenir négative. Il n'y a donc 
qu'à chercher les conditions nécessaires pour que la quantité dont il s'agit 
ait des minima tous positifs. 

Suivant l'esprit de la méthode exposée ci-dessus (n.' r 6 1 ) , on prendra 
les fonctions primes et secondes de la quantité proposée relativement à 
une seule variable, comme p, et on supposera la fonction prime égale 
à ziéro, et ia fonction seconde positive. On aura ainsi l'équation zAp 
Bq -4- Dr -H- &c. — o , et la condition A > o. 
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On substituera la valeur de p, tirée de l'équation précédente, dans la 
quantité proposée, laquelle. deviendra ainsi de la forme 

Lq % -4- Mqr -+- Nr % Pqs -+- &c. , 
ofcl = C ,!/=£— Nz=zF &c. 

On prendra, de la même manière, les fonctions primes et secondes de 
cette transformée relativement à une seule variable q , et faisant la fonction 
prime égale à zéro , et la fonction seconde positive, on aura de nouveau 
l'équation 1 L q -+- Mr H— Ps -H- &c. = o , et la condition L > o. 

On substituera pareillement dans la transformée précédente la valeur 
de q , tirée de cette équation ; on aura la nouvelle transformée 7V — f- 
Vr s -4- Xs l &c, dans laquelle les coèfîiciens T, V, X, &c. seront 
donnés en L, M , N, &c. , comme ceux-ci le sont en A, B , C , &c; 
et continuant le même procédé, on aura l'équation zTr-t- Kr-|-&c. = o , 
et la condition T> o ; et ainsi de suite. 

Maintenant il est aisé de voir que la dernière de ces transformées , 
celle qui ne contiendra plus qu'une seule des indéterminées p , q ,r &c. , 
et qui sera par conséquent de la forme Z s % , sera elle même le minimum 
4e la quantité proposée ; d'où il s'ensuit que les conditions pour que cette 
quantité ait un minimum positif, seront A> o , L > o , T > o ...Z> o; 
et comme les équations qui déterminent les valeurs de p, q, r , &c. , 
sont toutes linéaires , on en conclura que ce minimum sera le seul qui 
puisse avoir Jieu. Ainsi le problème est résolu rigoureusement. 

Au reste, il est facile de voir que par ces différentes transformations, 
la quantité proposée deviendra de la forme 

i f + P r -r 4f . „ _ , M r P s -+- &c. .. 

*(*■*•. ta > ->-.*ffH — L / 

T (r -f- —jr-r H— &c. ; 

laquelle sera évidemment toujours positive ou négative , suivant que les 
coèfîiciens A , L , T, &c. le seront tous à la fois ; et l'on voit en même 
temps par cette forme , que les quantités A, L, T t &c. pourront être 
nulles , pourvu qu'elles ne le soient pas toutes à la fois. 

Bb 2 
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Les conditions que nous venons de trouver deviendront donc cdïes 
du maximum ou minimum de la fonction f (x , y , £, //.... ) , en faisant 
'pour le minimum A — f" (x), B=f" (x,y) , C = f" (y) fcc, 
et pour le maximum A •=. — /" (x) , B z=z — /" f x , y) , 
C — — /" (y ) &C. Il est facile de voir l'accord de ces résultats 
avec ceux du n.° 1 6 i ; mais la méthode précédente a l'avantage de 
fournir un moyen simple d'étendre ces résultats à un nombre quelconque, 
de variables. 

166. Les principes exposés jusqu'ici sur la théorie de maximis et 
minimis , conduisent à cette conclusion générale : Si dans une fonction 
quelconque des variables *, y, g &c. , on substitue à la place de ces 
variables les quantités x -f- p , y -f- q , £ -H r &c. , et qu'on développe 
h fonction suivant les puissances et les produits des quantités /> , q, r &c, 
les termes où ces quantités ne se trouveront qu'à la première dimension , 
étant égalés chacun séparément à zéro, donneront les équations néces- 
saires pour que la fonction proposée devienne un maximum ou minimum; 
ensuite on considérera la quantité composée de tous les termes où p,q,r &c. 
formeront deux dimensions, et il faudra pour le minimum que cette quantité 
soit toujours positive, et pour le maximum toujours négative , quelles que 
puissent ct-re les valeurs dep, q, r, &c. 

Si tous ces termes s'évanouissaient à la fois , il faudrait alors pour 
l'existence du maximum ou minimum, que tous les termes 011 p ,q , r , &c. 
formeraient trois dimensions, disparussent aussi à la fois, et cfue la quantité 
composée des termes où p , q, r, &c. formeraient quatre dimensions, 
fût toujours positive pour le minimum'et toujours négative pour le maximum, 
p, q, r, & c. ayant des valeurs quelconques; et ainsi de suite. Ce qui 
répond, comme l'on voit, au thértrème du n.° 132. 

Nous avons donné ci - dessus un moyen simple pour trouver les 
conditions qui rendent une quantité de la forme A p 1 -+- Bp q -f- Sic. 
toujours positive ou négative; on pourrait, de la même manière, chercher 
telles qui rendraient toujours positives ou négatives des quantités de la 
forme Ap* -f- B p % q -f- 6\c. ; mais l'application de la méthode générale 
à ce cas serait sujette à des difficultés de calcul qui pourraient la rendre 
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impraticable; et c'est là un problème d'algèbre dont il serait à désirer 
qu'on pût avoir une solution complète. 

1 67. Nous avons supposé jusqu'ici que Ie« variables qui entrent dans 
la fonction sont indépendantes les unes des autres ; mais s'il y avait entre 
elles une ou plusieurs équations, il faudrait commencer par éliminer, au 
moyen de ces équations, autant de variables dans la fonction proposée, 
on chercherait ensuite les conditions du maximum ou minimum par rapport 
aux variables qui seraient restées dans la fonction. C'est la méthode qui 
se présente naturellement ; mais on peut la simplifier beaucoup , en conser- 
vant toutes les variables, et réduisant l'élimination aux seules quantités 
p, q, r , &c. 

En effet , supposons qu'on ait entre les variables x ,y , %, c\c. l'équation 
♦ (*» y» Z' • • ) = 0 » comme cette équation doit avoir lieu quelles que 
soient les valeurs de .v, y, 1» &c. , elle aura donc lieu aussi en mettant 
x H- p , y -f- q . z -f- r, &C. à la place de x ,y , £, &c; par conséquent 
on aura , par un développement semblable à celui du n.° 1 6*3 , l'équation 

l¥(?) -+- r *'(l) "H & c 

\i¥ 'W —h- cxc. rrr o , 

d'où l'on pourra tirer la valeur de p en série , qu'on substituera dans le 
développement de la fonction qui doit être un maximum ou un minimum ; 
ou bien on ajoutera simplement à ce développement la quantité qui forme 
Je premier membre de l'équation précédente , multipliée par une quantité 
quelconque indéterminée qui pourra même être de la forme 

a -+- bp — t— cq — |— tir -+- &.C. -f- Jp' — h- mpq -4- &c. , 

les coèfïiciens ^ > />, c , Sec. étant indéterminés , et on égalera à zéro tovis 
les termes qui contiendront la quantité p , ce qui servira à déterminer les 
inconnues a , b , c , &c. i , 

Comme les équations du maximum ou minimum résultent de l'évanouis- 
sement des termes où les quantités p, q, r, &c. ne sortt qu'à la première 
dimension , il sufiira d'égaler à zéro chacun de ces termes, ce qui donnera 
sur-le-champ les équations f (x) -+*- a (x) =r o , f'fyj -t-a$ (y) = o , 
f'fzJ a f (l) = °» &.c, qu'on réduira ensuite à une de moirw 
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par l'élimination de l'inconnue a. A l'égard des termes où les quantités 
p , q, r, &C. formeront deux dimensions , on déterminera, par les méthodes 
exposées ci -dessus, les conditions qui doivent avoir lieu entre les coèmciens 
de ces termes , et on cherchera à satisfaire à ces conditions de la manière 
la plus générale, au moyen des quantités arbitraires b, c, <î , Sic. 

Nous ne faisons ici qu'indiquer ces procédés dont il sera facile de 
faire l'application ; mais on peut les réduire à ce principe général : 
Lorsqu'une fonction de plusieurs variables doit être un maximum ou 
minimum, et qu'il y a entre ces variables une ou plusieurs équations, 
il suffira d'ajouter à la fonction proposée les fonctions qui doivent être 
nulles, multipliées chacune par une quantité indéterminée, et de chercher 
ensuite le maximum ou minimum , comme si les variables étaient indépen- 
dantes ; les équations qu'on trouvera combinées avec les équations données , 
serviront à déterminer toutes les inconnues, 

16B. On peut résoudre, par les mêmes principes, les questions ou 
il s'agit de trouver des courbes qui jouissent, dans chacun de leurs points, 
de quelque propriété donnée de maximum ou minimum. 

Supposons, par exemple, qu'on demande la courbe dans laquelle la 
quantité que nous avons nommée K, dans le problème du n.° 122, soit 
un maximum ou minimum à chaque point de la courbe. Cette quantité est 
exprimée par la fonction [y -H (m — x) / ] [y -+- (n — *)j\t 
et la question consiste à trouver la valeur de y en x , qui rendra cette 
fonction un maximum ou minimum. Si les deux quantités y et / étaient 
indépendantes l'une de l'autre, on pourrait déterminer le maximum ou 
minimum relativement à chacune de ces variables (tu 160 ); mais 
comme ces quantités dérivent l'une de l'autre, et que leur relation demeure 
inconnue tant qne l'une d'elles n'est pas une fonction déterminée dex, 
on ne peut chercher le maximum ou minimum que par rapport à une de 
ces quantités ; et il est naturel de prendre pour variable la quantité / qui 
détermine la position de la tangente , en regardant les coordonnées x et y 
comme données pour chaque point de la courbe. 

On prendra donc les fonctions primes et secondes de la fonction 
proposée , relativement à la quantité / regardée comme seule variable ; 
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et égalant à zéro la fonction prime , .on aura sur - le - champ l'équation 
[y+ {"—*)/ ] + /m — xj/] (n — x) — o. 

laquelle donne , comme dans le n.° 122, 

, ( z x - m - n) y 

y 2 (m - x) (n - jc) - • 

pour l'équation de ia courbe cherchée. 

Ensuite on aura la fonction seconde 2 (m — x) (n — x ) , laquelle 
fait voir que le maximum aura lieu dans toute la partie de la courbe 
pour laquelle les deux quantités m — x et /; — x seront de signes 
différens ,. et que le minimum aura lieu pour la partie où m — x et 
„ — . x seront de même signe ( n, 0 160 ) ; dé sorte que le maximum 
aura lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites m et 
ti, et le minimum pour les valeurs de x qui tomberont hors de ces 
limites. 

L'équation trouvée pour la courbe étant du premier ordre, elle est 
susceptible d'une équation primitive avec une constante arbitraire; et 

2 /• 1 t 
si on la met sous la. forme — ■ - — = < x ~ H x _ „ » on en 

déduira sur-le-champ cette équation primitive , 2 log. y = log. (x — m) 
|og. ( x — n) log. i/ et passant des logarithmes aux nombres, 
f —» Vf* i — m) (x — n) , où h est une constante arbitraire. Celte 
.équation est de la même forme que celle que nous avons trouvée dans 
l'endroit cité (tu 1 22 ) ; ce qui doit être, puisqu'elles viennent lune 
et l'autre de la même équation du premier ordre. En effet , l'équation 
trouvée ci-dessus pour le maximum ou minimum , étant multipliée par y", a 
pour équation primitive [y -h- (m — x) /] [y (n — x) / — K , 
K étant une constante arbitraire ; et celle-ci combinée avec la même 
équation pour en éliminer /, donnera le résultat trouvé dans le même 
endroit. 

Donc , rapprochant cette solution de celle du n.° 1 22, on ert conclura, 
en général, que les sections coniques ont non -seulement la propriété, 
déjà trouvée , que chaque tangente coupe sur les perpendiculaires élevée» 
aux deux extrémités de l'axe, des parties dont le produit est constant; 
mais encore celle-ci . que la position de la tangente à chaque point de 
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ia courbé, regard comme, donné , est telld que ce même produit est 
un maximum pour PeHipse , et un minimum ou plutôt un maximum 
négatif pour l'hyperbole. 

1 6$. En général , si on Jemande la courbé dans laquelle une fonction 
donnée de x, y, y' , y", &c. sera un maximum ou un minimum, on pourra 
chercher le maximum ou minimum relativement à chacune des quantités 
y, y' , y" ckc. , ce qui donnera autant de solutions différentes; et l'on 
aura toujours , généralement parlant , pour la courbe cherchée! une 
équation du même ordre que la fonction proposée. ( 

Si. cette fonction était une simple fonction des élémensd, h, e, &c. 
du contact ( n.° i jy ) , en cherchant le maximum ou minimum relativement 
à la dernière des quantités y, / , y" &c. , on trouverait nécessairement 
la même équation que Ion aurait pour le problème dans lequel on 
supposerait cette même fonction égale à une constante ; c'est de quoi 
il est facile de se convaincre par l'analyse des n. 01 i 2 5 et 127. En effet, 
en égalant à zéro la fonction prime de f(a,b,c. \ , ), prise relativement 
à la plus haute des fonctions dérivées y', y" &c. , on aura la même 
équation que si on prenait,, en général, la fonction prime de i'équatiou 
f( a,b,c. . . ) -=.const, relativement à x,y,y, &c. D'où l'on voit que 
ces deux genres de problèmes, quoique fort différens dans le fond, con- 
duisent néanmoins aux mêmes résultats, et sont par conséquent susceptibles 
des mêmes solutions. Ainsi , on pourra appliquer ici tout ce qui a été 
dit dans les endroits cités. L'exemple du numéro précédent est, comme 
l'on voit, un cas particulier de ces mêmes problèmes. 

170. Mais si on demandait la courbe dans laquelle le maximum ou 
minimum ne serait pas la fonction donnée de x , y, y' ', y " , &c. , mais 
la fonction primitive de celle-ci , regardée comme une fonction prime , 
alors il ne serait plus permis de traiter les quantités y , y' , /' , &c. , comme 
indépendantes et isolées , parce que la fonction primitive d'une fonction de 
ces quantités dépend elle-même de la relation qu'elles peuvent avoir entre 
elles. Les problèmes de ce genre sont ceux qui se rapportent au calcul 
connu sous ie nom de Calcul des variations ; ils ne demandent pas une 

analyse 
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analyse nouvelle , mais une application spéciale de l'analyse des fonc- 
tions , que nous croyons devoir exposer ici , à cause de l'importance de 
la matière. 

Soit donnée la fonction/ (x , y , / , y" . . . . ) dans laquelle y est 
supposé une fonction de x , il est évident qu'on ne peut, généralement 
parlant , avoir la fonction primitive de cette fonction donnée , sans 
connaître la valeur de y en .v. Mais on peut chercher quelle devrait être 
cette valeur, pour que la fonction primitive dçffx, y , y' ,y" . . . .) , fût 
un maximum ou un minimum , en supposant que cette fonction soit nulle 
lorsque x aura une valeur donnée a , et qu'elle devienne un maximum 
ou un minimum lorsque x aura une autre valeur donnée 6. 11 est évident 
qu'en prenant y pour la valeur cherchée , il faudra , par la nature 
du maximum ou minimum , que la fonction primitive de la fonction 
f( x , y -H », / -t- <J , y" a" . . . . ) qui résulte de la fonction 
donnée, en mettant f a à la place dey, soit toujours, entre les mêmes 
limites de x , moindre dans le cas du maximum, et plus grande dans le 
cas du minimum, que la fonction primitive <\ef(x,y,/, y" . . . .) , quelle 
que soit la valeur de a , qu'on pourra regarder comme une fonction, 
quelconque de x , et quelque petite que cette valeur puisse être. 

La fonction f(x, y -f- a, y' -f- et', y" -+- a>" . . . ) étant développée 
suivant les puissances et les produits de a , a , a" , &c. , d'une manière 
semblable à celle du n.° 1 63 , deviendra 

f(x,y, f.y...) -f- *f(j)-±- »T(y')+-«"f(y") -f- &c. 
-+- f •'/" (y) -+- » "'f (y. f) -•- i •"/" (f ) -+- &c. , 

où les quantités f'(j ) >f (/ ) * f (f ) & c - dénotent les fonctions primes 
de f f x, y, y' , y" • . .) prises suivant y, / , y" , &c. , et les quantités 
f" (y), f" {)'>)' J >/"{/)> & c - dénotent les fonctions secondes de la fonction 
f( x ,y -+- \S, y' -+-\a>' , y" -4- àû>" . . . ) , prises relativement A y seul, 
à y et y', à / seul , et ainsi de suite; le nombre A est indéterminé , ou 
plutôt inconnu , et peut être différent dans les différentes fonctions, mais 
il doit être le même dans la même fonction, et ii doit toujours être 
renfermé entre les limites o et 1. 

Ce 
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Donc il faudra que la fonction: primitive de la quantité 

ait toujours une valeur négative pour le maximum , et une valeur positive 
pour le minimum , quelque valeur qu'on donne à la fonction * , et aussi 
petite que cette valeur puisse être, en prenant cette fonction primitive 
de manière qu'elle soit nulle lorsque x = a , et y faisant ensuite x =z b. 

Or , sans connaître la quantité a , on peut prouver qu'il est toujours 
possible de la prendre assez petite pour que la fonction primitive de la 
partit- qui ne contient que les premières dimensions de et, et' , et , &c. , 
ait une valeur plus grande, positive ou négative , que la fonction primitive 
de l'autre partie. Car en substituant /a. à la place de et, a. étant une quantité 
variable quelconque, et i un coèfficient constant, la première partie se 
trouvera toute multipliée par i, et ia seconde le sera par i* , et leurs 
fonctions primitives seront aussi multipliées par / et par i" ; et il est visible 
qu'on pourra toujours donner à / une valeur assez petite pour que la 
première de ces fonctions surpasse la seconde , du moins tant qu'elle ne 
sera pas nulle. D'où l'on conclura qu'on pourra toujours prendre la 
quantité et assez petite pour que la valeur totale de la fonction primitive 
dont il s'agit soit nécessairement positive ou négative , suivant que celle 
de la première partie de cette fonction le sera. Mais il est visible que 
celle-ci doit changer de signe, en changeant le signe de la quantité ee. 
Donc , il sera impossible que la fonction entière soit constamment positive 
ou négative, indépendamment de la valeur de et, à moins que la fonction 
primitive de la partie qui ne contient que les premières dimensions de 
m , J , et" , &c. ne soit nulle , quelle que soit la valeur de et. Donc , le 
maximum ou minimum ne pourra avoir lieu , à moins que la fonction 
primitive de ia fonction o» /' (y) H- »'/' (f ) -H *W/V "+" 
ne soit nulle , quelle que soit la valeur de et. 

Cette fonction étant nulle , il faudra alors que la fonction primitive 
de l'autre partie 

i (y) -h «.'/• (y./) i •"/" (/) -h &<=• ' 
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soit positive pour ie minimum , et négative pour le maximum , en donnant 
â a» une valeur quelconque aussi petite qu'on voudra. 

171. Pour satisfaire à la première de ces conditions de la manière la 
plus générale, nous remarquerons que, puisque la quantité * doit demeurer 
indéterminée , ia fonction primitive de la fonction */' (y) -J- »'/' ffj -+- 
•YY/7 -+- &c - ne peut être que de la forme a. m& h— *'y »"<^ 
-f- &c. , où la plus haute des fonctions dérivées et' , u , &c. sera d'un 
ordre moindre <jue dans la fonction proposée ; c'est de quoi il est facile 
de se convaincre avec un peu de réflexion sur la forme des fonctions 
dérivées. Prenant donc la fonction prime de cette quantité, en regardant 
y, &c. comme de$ fonctions de x, y étant supposé aussi fonction 
de x , on aura 

a' -H «ô' t/fH -4- y' ) +»7y + J^V+ &c. , 
et comparant avec la fonction proposée , on aura 
a' = 0, Vz=f(,) t fL-±y'=f(1), y-*-*'=zf(f),8cc. 

La première équation donne a égal à une constante arbitraire; les autres 
équations serviront à déterminer j3, y , &c; et comme il est facile de 
voir que le nombre de ces .quantités est nécessairement moindre d'une 
unité que celui des équations , il en résultera une équation de condition f 
qui devra être satisfaite pour que le maximum ou minimum ait lieu. 

Pour cela , il n'y a qu'à mettre ces équations sous cette forme, 

0 =F(i ) , v y ss [f(/j y , y" = [ r (y") r **■ « 

en prenant les fonctions pimes de la seconde, les fonctions secondes de la 
troisième, et ainsi de suite; retranchant ensuite alternativement l'une 
de l'autre, on aura 

/' (j) — w vvY-*-ir (f) r — [f (f) r •+- *<• = ». 

où les traits appliqués aux parenthèses dénotent les fonctions primes, 
secondes , &c. des quantités renfermées entre ces parenthèses. 

Cette équation sera donc- commune au maximum et au minimum , et 
servira à déterminer la valeur de / en fonction de x ; elle sera , 
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comme il est aisé de le voir , d'un ordre double de celui de la fonction 

172. Les mémea équations j8 -4- y* —f (f ), y -+• & =/' (f ), &c. 
donneront , par un procède semblable , 

/s =.f(/j — t/v/;]' [f(f)Y — 

CvC 

Soit , pour abréger , 

fi = a (3 -f- a' 7 -f- a" -H- &c. , 

ia fonction primitive de la quantité * f (y) -f- a'/ 7 f/J &c. 
sera et -h- H / et comme cette fonction doit être nulle lorsque x — a, 
si on dénote par A la valeur de H qui répondra à * =r rz, on aura, 
puisque et est une constante arbitraire, <t /4 — o , et par conséquent 

On aura donc H — A pour la fonction primitive , qui doit être 
nulle en vertu du maximum ou minimum , lorsque x = b. Si donc on 
dénote encore par B la valeur de H, qui répondra à x z=z b , on aura 
l'équation B — A — o , à laquelle il faudra satisfaire par le moyen 
des constantes arbitraires qui entreront dans l'expression de y qu'on 
déduira de l'équation trouvée ci-dessus , en ayant égard d'ailleurs aux 
Conditions spéciales du problème. 

Ainsi , par exemple , si la valeur de y est donnée pour les valeurs 
a, b de X, alors la valeur de a sera nulle dans les deux quantités A 
et B; si, de plus, la valeur de y' était aussi donnée pour les mêmes, 
valeurs" de x , les valeurs de a' seraient aussi nulles dans A et B; et 
ainsi de suite.' 

Les quantités a , tf , v" &c. étant réduites au plus petit nombre 
possible , tant dans l'expression de A que dans celle de B , on égalera 
à zéro le coefficient de chacune de celles qui resteront pour satisfaire à 
l'équation R — A = o , indépendamment de ces- quantités. 
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173 . Ayant ainsi satisfait à h première condition r il ne reslera^plus 
qu'.. remplir l'autre condition:, qui consiste en ce que la fonottoa .prinri* 
tive de la quantité • • * 

* •*/ (r) •+- (*•?) ^J'iUMMi -. * 

doit être entre les mômes limites a et ^ de * toujoucs positive ^our i$ 
minimum, et. négative pour le maximum en supposant que la valeur de 
« soit quelconque et aussi petite qu'on voudra. . f . 

Je remarquerai d'abord ici que, quoique , 1« [If^m'^fyj. 
f'fwy'J &c. renferment ' essentiellement les quantités 



(tu 170 ) , on peut prouver pur un raisonnement semblable à celui dd 
n.° "16*4, qu'il suffira pour le maximum ou minimum, que fa condition 
dont il s'agit soit remplie, en supposant le coefficient X égâ à zér&ï ce 
qui fuit disparaître ces ' quantités des fonctions dont il s'agfcy lètf sort* 
que ces fonctions ne seront plus alors que les fonctions secondes >dei 
fonction f(x, y, f, y'., prises relativement a y sei^ à y'fr y', 
à y' .seul, &c, et auront par conséquent des valeurs déterminées- ^ f 




était telle qu'elle fût constamment positive pu négative ,ppiic IfeiX&i&f 
valeurs de x depuis x.;ss= jusqu'à x cx:,i£ ,uin<^épe>idamnieot>dé6 
quantités o ,yV«j&o; et comme nous avons donné pius haut fiu." -y <fj^ 
les comlhions ies>plus générales pour qu'une/ quàmito deuk^orme dom 
il s'agit soit nécessairement -positivé ou négative ; Ài ttçr.aura qil'à examiner 
si ces- conditions ont lien dans la quantité, dos t ilisàtgit. Si elles. n'avaient 
pas lieu, ou si elles n'avaient lieu que dans 11 nè partie, de eetie quautîuH 
il faudrait alors cherchée- la fonction" primitive. île foutre partie J et- la 
rendre nulle, ou au raoind positive pour le 7«o/«/wf/^ et, 1 négative polir 1» 
maximum, indépendamment; <les. :^uanutés >«/ »u,iaTï&Ci 11 'q ^'J 
•*•• : ! • - ■'■ ■ *-»i?r: j h'jinîiu' j »! Vj*i <\ ,7, A'. «' .::.-:t:.-p 
•174. Pour simffîfieFila soltrtidn dé cette -^nfestîtirt ,'>n^»ï Ulcérons 
d'abord que \A quahtfté proposée ne ïé^r^Wj^ei WréA-t- Mei 
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produits des deux quantités m , tJ ; on verra aisément que la même 
méthode s'étend aux cas plus compliqués ; et nous représenterons par 
cette formule et 1 M -+- a et' N et * P , ia partie de ia même quantité 
pour laquelle les conditions dont nous venons de parier ont lieu. Il 
s'agira donc de chercher la fonction primitive de ia quantité 

* [ i/' M — m] • y <> -/J — n] -+- [if ryj—p] . 

et il est facile de s'assurer d'avance, que pour que la quantité * demeure 
indéterminée, cette fonction ne pourra être que de la forme /t+»*i; 
prenant donc 'sa fonction prime et comparant terme à terme avec la 
précédente, on aura 

pfs o, / = i f (y) -M,z, =f(y t yj — N, et o =riT tf)— P. 

La première de ces équations donne fi égale à une constante arbitraire, 
et les trois autres serviront à déterminer les valeurs de M , N ' , P, 
qui seront 

M t=c if M — ''. * =r (y. />—»». p = if (/) • 

et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditions qui résultent des 
formules du n.° 165. Or, en prenant les quantités et et à la place 
des quantités p et q , et par conséquent P , N, M à la place de A, B, C, 

N* 

et faisant T -=zz M — ~~+T ' °" aura ^ oxa * e mmmnm ' es ^ eux con " 
ditions P > o , et T > o , et pour le maximum les conditions opposées 
P < o et T < o ; ou bien i'une des deux quantités P, T égale à zéro, 
tant pour le minimum que pour le maximum, et ces conditions devront 
«voir lieu pour toutes les valeurs de x, depuis x = a jusqu'à x z=z b, 
pour que ia quantité /> * e/ N -+~ m* M soit constamment 
positive dans le premier cas , et négative dans le second , entre ces 
mêmes limites. Comme ia quantité P est donnée, elle indiquera tout de 
suite le maximum ou minimum ; mais on n'en sera assuré que par l'autre 
condition T > ou < o , ou bien = o pour les deux cas. 

De plus , et c'est ici une condition bien essentielle , il faudra que les 
quantités M, N, P ne deviennent point infinies entre les mêmes limites, 
pour qu'on puisse être assuré que ia fonction primitive de la quantité 
iont il s'agit , sera nécessairement positive ou négative , d'après ie 
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théorème du n.° cité 48 ; car ce théorème étant fondé sur le dévelop- 
pement des fonctions en série , est nécessairement sujet aux exceptions 
attachées à la forme de ce développement, que nous avons examinées 
dans les n.°* 42 et 120 ; il pourra donc être en défaut, si les fonctions 
dérivées de la fonction primitive deviennent infinies, parce qu'alors le 
développement n'aura plus la même forme ; c'est ce qui arrivera 
nécessairement , lorsque la fonction primitive passera du positif au négatif 
par l'infini, comme les tangentes des angles; alors pour la valeur de .v* 
répondant à ce passage, le développement de la fonction de x — J— / aura 
son premier terme de la forme A i m , m étant un nombre impair 
négutil , et la fonction prime, ainsi que toutes les suivantes, seront infinies 
( 11/4.1 ). Dans ce cas, la fonction primitive pourra changer désigne, 
quoique sa 'fonction prime conserve toujours le même signe. Pour en 

voir un exemple bien simple, il n'y a qu'à considérer la fonction ■ _ , 

qui est = 1 lorsque x = ~, et = — 2 lorsque x = 2 ; cependant 
sa fonction prime . _ est toujours positive tant que x a une 

valeur réelle. Ici la fonction primitive et toutes ses dérivées deviennent 
infinies lorsque x z=z 1 . - C'est une modification à apporter à la théorie 
exposée dans le n.° 48. 

175. Ayant satisfait à ces conditions, on aura la fonction primitive 
/t-+- a* t , dans laquelle j%est une constante arbitraire qu'on déterminera, 
en sorte que la fonction primitive soit nulle lorsque x zzz. a. Supposons 
«N = (Ci), et soit (A) la valeur de (Cl) lorsque x z=z a, on aura 
yL = — ( A ) , ainsi fa fonction primitive dont il s'agit , sera 
(Cl) — (A), laquelle devra être nulle , ou positive pour le minimum et 
négative pour le maximum, en faisant x z2t b ; soit donc (B la. valeur 
de (Cl) lorsque x •=. b , il faudra que l'on ait ( B) — (A) > ou <%v 
pour le minimum ou le* maximum , ou = o pour les deux cas, hîiicpen- 
damment de la valeur de «qui doit demeurer indéterminée. Ainsi, si 
la valeur de y est donnée pour les valeurs a et b de x, la valeur corres- 
pondante de et étant alors nulle, on aura (A) = o, (B) = o, et 
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fa; condition précédente sera remplie, tant pour le maximum que pour 

Je minimum. Si les valeurs Àe y ne sont pas données , alors il faudra 

que l'on ait pour le minimum "i zzz ou >-o Jorsque X z=z ù , et * z=z ou 

< o lorsque x z=z a; et pour . le maximum t — o ou> < o dans 1e premier 

êks -, et r r=r<o ou > o dans le second. 

r« - ,: " : »..•• •. . • • 

176. A l'égard de la valeur de la quantité r, elle dépend simplement 

A" 

'de la condition T qu > o pour le minimum et < o pour 

le maximum. Cette condition sera donc , en substituant les valeurs de 
N, P. 

et on pourra prendre pour r une fonction quelconque de .v qui y satisfasse. 

Ce qu'il y aurait de plus simple, ce serait de ; supposer cette quantité 
nulle (n.° 174). ce qui donnerait l'équation 4 MP — N* =. o ; savoir , 

J" (/) [f (!) — *»*] - [/" 6'.7V — *'fV-= ». 
par laquelle on pourrait déterminer la valeur de r ; et 1e maximum ou 
minimum dépendrait simplement du signe de la quantité P ou j/'/V/ 
On aurait de cette manière le même résultat que donne la méthode 
proposée dans les Mémoires de l'Académie des sciences de 1786, pour 
distinguer les maxima des minima dans le Calcul des variations. Mais, 
d'après ce que nous avons dit ci-dessus , il faudrait, pour l'exactitude 
de ce résultat , qu'on pût s'assurer que la valeur de > ne deviendra point 




• & % <M mJN -4- a 1 P devienne alors de la forme P h )*, 



9 • 

el ruelle joit par conséquent toujours positive ou négative, suivant 
"que la valeur de P le sera, on ne sera jamais certain de l'état positif 
ou négatif de sa fonction primitive. ■ 

177; Pour en donner un exemple qui pourra serv ir en nume 
tem^s ^l'application de la méthode que nous venons d'exposer; supposons 

que 
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que I» fonction / (x , y ; / . . . ) , dont la fonction primitive doit être 
un maximum ou un minimum, soit y' % 2 m/ y H— n y* , en prenant 
les fonctions primes et secondes, on aura f (y) = 2 (m y' -f- ny) , 
f'/ZJ + myj, f (y) = m, f (y, y') — xm, 

f" (f) — 2 î substituant ces valeurs dans J'équation générale du n.° 171, 
qui, dans ce cas/se réduit à /' (y) -A [f'J/J]' = o , on aura 
a (m y -4- 11 y ) — 2 (y" -+- m / ) — o ; savoir, / — ny = o, 
pour i'équation du maximum ou minimum. Cette équation est susceptible 
de la méthode du n.° 6j et donne sur-le-champ 

y = gê** -4- he — " t 

g et h étant deux constantes arbitraires ; si « était une quantité négative 
= — ^, alors on aurait, en prenant d'autres constantes arbitraires, 
g et h , y g sin. f A x -+- h ). Supposons , pour plus de simplicité , que 
les valeurs de y soient données pour les deux valeurs extrêmes a et b de x, 

les .quantités A et B seront nulles d'elles-mêmes, et l'équation B A 

sera satisfaite ( iu iy2 ) ; on déterminera donc les constantes a et b 
de manière que^ ait les valeurs données lorsque x = a et .= b. 

Maintenant, nous aurons, par les formules du n.° 174, 

• " ... 

M = « — / , N =z 2 (m — r ) , P — 1 ; 

d'où l'on voit que, puisque P est > o , il n'y a que le minimum qui 
puisse avoir lieu. Mais cette condition ne suffit pas pour assurer l'existence 

du minimum ; il faudra de plus que l'on ait M -f- > o ; savoir 

4 ■ 

» — »' — — 1) 1 > o, en prenant pour f une quantité qui ne 
devienne point infinie entre les limites a et b de x. Si la valeur de // est 
positive , il est clair qu'on peut satisfaire à cette condition , en faisant 
. t = m. Ainsi on sera assuré , dans ce cas , de l'existence du minimum, 
puisque les deux quantités (A) et ( B ) sont d'ailleurs nulles par l'hy- 
pothèse que les valeurs de^ sont données pour x z=z a et = b (n.° 17 y); 
mais si // est négative et = — k x , on aura alors la condition 
— »' > k % H— ( m — v) x , et il n'est pas aisé de trouver une valeur 
satisfaisante de », ni même de s'assurer qu'on pourra la trouver. 

D d 
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Si , suivant la méthode dont nous avons parlé dans le dernier numéro; 
on faisait — / = k x -+- (m — fj* , en supposant m — r = k y, 

X i 

on aurait hf ss i -+-$*; savoir, ■ ~ ■ =s — . et prenant ies 

fonctions primitives des deux jnembres , angle iang. j> = — 1- A; 

savoir , p = tang. ( — 1- d) , il étant une constante arbitraire. Cette 

valeur devient infinie lorsque H </ 5= à l'angle droit , ou à trob 

angles droits , ou &c. Donc , on ne sera pas assuré de l'existence du 
minimum, si la différence b — a est plus grande que la valeur de k 
multipliée par deux angles droits. 

En eflêt , pour que le minimum ait lieu en générai , il faut ( n.* I7J.J que la 
fonction primitive de la quantité // «* —H 2 mm»' -+- et' 1 soit positive , quelle 
que puisse être la valeur de a. Supposons a»= / sin. x, cette quantité deviendra 

I* (n sin. x % -4— 2 m sin. x cos. x cos. ** /= i* f 1 — " — H 

• T - * cos. 2 x -+- « sin. 2 x) , dont la fonction primitive est 

» / ' — a x -4- - sin. 2 jf — cos. 2 x ) -f- c , c étant 

1 2 4. 2 ' 

la constante arbitraire qu'on déterminera de manière que la fonction 

primitive soit nulle lorsque x = a, ensuite on fera x zzi b. Donc si 

on suppose a = o et b égal à deux angles droits , afin que la valeur 

de a soit nulle lorsque x = a et = b suivant l'hypothèse £jja valeur 

complète de la fonction primitive dont il s'agit, sera /* ( 1 -4- n) D , 

D représentant l'angle droit ; et il est v bible que cette valeur pourra 

devenir négative lorsque n =z — A*, en prenant k > t. 

178. Supposons maintenant que la quantité qui renferme les secondes- 
dimensions de et, et' &c. contienne aussi et" , en sorte qu'elle soit de la 
forme (tu ij j ) 

i «V (y) -+- « »' r (y. /; -h i *'V* (/) »*V (y.f) 
■+ r (t.f)-*-i+*-f (y); 

nous prendrons » l -h »a' TV «' 1 /> -H «</ <2 -+-*'</ /? 
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-4- «" * S pour la partie de cette quantité qui doit être assujettie aux 
conditions de la formule du n.° i6$ ,' et il faudra que la différence de 
ces deux quantités soit susceptible d'une fonction primitive indépen- 
damment de la quantité a. Cette fonction ne pourra donc être que de 
la forme p -t- a* t -4- ««' nt û/* p, et on trouvera par la com- 
paraison des termes, les équations /*' = o , / = if (y) — M, 

* r + *> =r (y, yj _ n, « -4- s>' = if <y; - />, 

*=/" (y* y") — Q.* 2 9 =f (/>f) — R.o =if (f)—Si 

lesquelles donnent fi égale à une constante arbitraire , ensuite 

M=\f" (y) — N=f (,,/) — — . 

p =ir (/}—■*— i'. o.=r (i. ))—■*. 
r —r (/,/} — 2 1 , ■ s=if(/) ; 

où les trois quantités r, nr , ç> demeurent indéterminées; mais il faudra 
les prendre telles qu'elles satisfassent aux conditions auxquelles doivent 
être assujetties les quantités M, N , P &c. , et qu'on peut déduire des 
formules du n.° 165 , en prenant les quantités m" , m' , m à la place des 
quantités p, q, r. Ainsi, si on fait 

T= P ^4, V N — X — M — C " 



4 J" — z S ' + S ' 

v x 

« r = x- ■ 

les conditions pour le minimum seront S » 0, T> o « Y > o, et 
pour le maximum S < o , 7" < o , Y < o ; et ces conditions devront 
avoir lieu pour toutes les valeurs de x, depuis x ■=. a jusqu'à x = 
La valeur de S indiquera le maximum ou minimum ; mais on n'en pourra 
être assuré que par le concours des deux autres conditions. De plus , il 
faudra que les quantités M, N, P, Q, R , S ne deviennent jamais 
infinies entre les mêmes limites , par les raisons exposées plus haut , 
n.° 174. 

Enfin , il faudra qu'en supposant = a* r -f- et et' ir -+- 0/* 5), 
et prenant (A) et (B) pour les valeurs de (Si) qui répondent à x = a 
et x = b, la quantité (B) — (A) soit positive pour le minimum et 

D d z 
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négative pour le maximum , indépendamment des valeurs de a et de e/ , 
(»•' '75)' 

On suivra les mêmes procédés pour les fonctions plus compliquées. 

17p. Si Ie$ valeurs de y , y , Sic. n'étaient pas données pour les valeurs 
a et b de .v, mais qu'il y eût seulement, par la nature du problème, une 
relation entre ces quantités , représ entée par l'équation 9 (x, y , / . . . ) •==. o ; 
alors , suivant les principes du n.° 1 67 , il n'y aurait qu'à ajouter à la 
fonction qui doit être positive pour le minimum , et négative pour le 
maximum, la quantité 

(j) '■+■ * ?' (/J -K •* ¥ (f) -t- &c -t- i «• <p- (y) 

+ ao >f (y.y'J -+■ i»"?(/J -+- &c. 

multipliée par un coefficient indéterminé T, et traiter ensuite les quan- 
tités a,. en' comme indépendantes. Ainsi, si la condition dont il s'agit doit 
avoir lieu pour la valeur de .v z=. a , on ajoutera aux deux quantités A 
et (A ) (n. ot 172 , 1 ?)) les quantités T [ (y) a'<p' (y') -\- &c. ] et 
T [-V a ç " (y) H- ««' <p" (y ,y ' ) -+-&.C ], rapportées à la même valeur de.v/ 
et si cette condition devait avoir lieu pour la valeur x z=z b , on ajouterait 
aux valeurs de B et de ( B ) les mêmes quantités rapportées à x = b. • 

On suivrait le même procédé pour chacune des conditions données , 
s'il y en avait plusieurs. 

180. La fonction proposée, dont la fonction primitive doit être un 
maximum ou un minimum, pourrait encore contenir, outre les variables x et y , 
une troisième variable indépendante des deux autres; alors on opérerait, 
relativement à cette variable , comme on a fait relativement à y. Ainsi , 
en désignant la fonction proposée par / '( x , y , / y" ... l> l! )» 
on y substituera à la fois les quantités ^_4-«et£-|-ÇàIa place de 
y et 1 , et il faudra , après le développement , que la fonction primitive 
de la partie qui ne contiendra que les premières dimensions de », a', a", &c. , 
t, , C ' &c - » soit nulle t et q«e la fonction primitive de la partie qui 
contiendra les secondes dimensions^de ces mêmes quantités, soit positive 
pour le minimum , et négative pour le maximum , indépendamment des 
quantités «et Ç ( n* i/o / • 
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De-Ià , par une analyse semblable à celle du n.° 1 7 1 , et en conservant 
aussi pour les fonctions primes relatives à £, i , z" , &c. une notation 
semblable à celle que nous avons employée relativement ïy,y' ,y", &c. , 
on aura ces deux équations 

f(y) - ifC/JY -+- U'(f)T — = °. 

ru) — \fitn ■+■ iran — ^. = 0 , 

qui serviront à déterminer les quantités y et z en fonctions de x. Ensuite 
il faudra , relativement aux quantités z et £ > satisfaire à des conditions 
semblables à celles qu'on a trouvées par rapport à y et a ; c'est un détail 
•qui nous mènerait trop join , et que le lecteur peut suppléer. 

On voit par-là que, s'il y avait une quatrième variable u, on aurait; 
relativement i^ette variable, une équation semblable à celles qui répondent 
aux variables y et z; et ainsi de suite. 

181. Mais si, dans la fonction / ( X, f , / . . . Z> ï •'• - A Ia quan- 
tité z dépendait des quantités x et y d'une manière quelconque donnée 
par l'équation <f> ( x, y,f ... Z, t _ . • •/ = o , alors .suivant les 
mômes principes du n.° 167 , on ajouterait simplement la fonction 
<p (x,y, y' . ■ . • Z> l' ' • • ) > multipliée par un coèfficient indéterminé et 
variable A à la fonction proposée / ( x, y } / . . z > t • • • ) > et on 
chercherait , par les méthodes exposées , le maximum ou minimum de fa 
fonction primitive de cette fonction composée , en regardant les quantités 
y et z comme indépendantes. Ainsi on trouvera d'abord, pour le maximttà 
et minimum , les deux équations 

f(y) — \ f'(f) 1' \f(f) Y — &c - ±*'(y) 

/vz; — ira) y -+-\f(€> r — &c - ■+- *?yc; 

— [A*7*V]' "H [A^^Vr ~ &c. = o; 

d'où éliminant la quantité A , on aura une équation qui , combinée avec 
l'équation donnée 0 (x Z» t •) = O; servira à déterminer 
les valeurs de / et ç en fonctions de x. 
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Lniîn, si fa fonction primitive de la fonction f (x, y % / . .\ ) ne 
devait être un maximum ou un minimum qu'autant que Ja fonction primitive 
d'une autre fonction ç {x, y, / . . . ) serait donnée entre les mêmes 
valeurs a et h de x , il n'y aurait qu'à chercher le maximum ou minimum de la 
.somme des deux fonctions primitives , après avoir multiplié la seconde 
par un coefficient indéterminé indépendant de x , c'est - à - dire , de la 
fonction primitive de f ( x , y , / . . . ) -+- A<p{x,y,/...),en 
regardant A comme une quantité constante. De cette manière , on aurait 
d'abord , pour le maximum et minimum , l'équation 

S' (y) — [f (>')]' ■+■ U'(y) Y — ««• +■ — 
■*l¥{/JY-t- A[07/;j* — ta. = o. 

et on déterminera la constante A de manière que la fonaion primitive 
de <p ( x,y, / . . »), prise depuis x — a jusqu'à x z=.b, soit donnée ; 
et ainsi du reste. 

182. Les problèmes de la brachystochrone et des isoperimètres proposés 
et résolus d'abord par les deux frères Bernoulli, ont ouvert la route pour 
traiter ce nouveau genre de questions de maximls et minimis. On a trouvé 
ensuite successivement des méthodes plus générales et plus simples , et on 
est parvenu enfin au calcul des variations , qui paraît ne rien laisser à 
désirer sur cet sujet. Comme les équations trouvées plus hautf 171 , 
180) sont les mêmes , à la notation près , que celles qui résultent de ce 
calcul, nous pourrions nous dispenser de les appliquer à des exemples ; mais 
il ne sera pas inutile de montrer encore par un exemple connu , l'usage des 
règles pour distinguer les maxima des minima, et s'assurer de leur existence. 

Nous reprendrons pour cela le problème de la brachystochrone , ou ligne 
de la plus vite descente , à cause de sa célébrité; il consiste, comme l'on 
sait , à trouver la courbe le long de laquelle un corps pesant descendrait 
dans le moindre temps d'un point donné à un autre point donné, et placé 
dans une verticale différente. Comme , par les principes de la mécanique, 
la fonction prime du temps est égale à la fonction prime de l'espace 
divisée par la vitesse, et que dans les corps qui tombent par la pesanteur , 
la vitesse est toujours proportionnelle à la racine carrée de la hauteur 
• 
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d'où ifs sont censés être descendus , si on rapporte aux trois coordonnées 
rectangulaires x , y , z ia courbe décrite par ie corps , et qu'on prenne 
les abscisses x verticales , on aura Vf*-*-*) pour l'expression générale 
de la vitesse , et V( 1 -♦-/* -4- z! 1 ) P 0l,r k fonction prime de l'arc 

de la courbe ( n.° 144 ) ; ainsi v (h-^-x) SerE Ia k" 0 " 011 

prime du temps , dont la fonction primitive devra être un minimum. On 

aura donc//*, y, / . . . %;*t . J = TTT+lTy d ° nC * 

prenant les fonctions primes, on aura f'(yJ=zo,f{/J=. 
y ^ 

et l'on aura ( n. 0 180 ) les deux équations 

lesquelles donnent d'abord ces deux -ci du premier ordre 

/ __ w 1 



m et « étant deux constantes arbitraires. , . ; r . 

y' w 

En divisant ces deux équations l'une par l'autre , on aura rr / 

7. fl 

fi y tt y 

savoir £ =• — et prenant l'équation primitive z — — \- / ; 

î étant une nouvelle constante arbitraire. Cette équation étant à un plan 

vertical , puisque l'abscisse verticale x ne s'y trouve pas , fait voir que la 

courbe cherchée est toute dans ce plan ; ainsi , en prenant l'axe des y dans ce 

même plan, on pourra supposer z — o» en faisant /; =r o ; et Ton aura 

pour la courbe cette équation unique entre les coordonnées x et y « 

y * j# » i» isl"""j m / ( k x) 
7— == m, d ou l on tire y' = —77 ■■ — , 

équation à la cycloïde , les abscisses x étant prises sur le diamètre du 
cercle générateur , et les ordonnées y perpendiculairement à ce diamètre. 
Puisqu'on suppose que les deux points extrêmes de ia courbe sont donnes ; 
les quantités a et Ç repondant à ces point* ,. seront nulles, et les valeurs 
des quantités A et B seront nulles aussi en prenant a et b pour les valeurs 
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<le ,v qui répondent à ces points ; ainsi la condhion B — A sera remplie, 
Si on faisait d'autres hypothèses relativement à ces points , on trouverait 
d'autres résultats ; nous ne nous y ^fréterons pas , parce que ces différentes 
questions ont été déjà discutées et résolues par les principes du calcul des 
variations. Mais il faut voir de plus ce que donnent les termes où les 
quantités «et Ç monteront à la seconde dimension, et dont la fonction 
primitive doit être positive pour que le minimum ait effectivement lieu. 

Puisque la fonction proposée f (x, y , / . ) ne contient point , 

dans le cas présent , les variables y et i , mais seulement leurs fonctions 
primes / et z' , il est facile de voir que les termes dont ii s'agit seront 
simplement de la forme 

et l'on trouvé , en prenant les fonctions primes des quantités /' (y'J , 
etf (i) relativement à / et i,f (y') z 

m » * 



/J ^ii - y 1 f"//) 1 ~*~ y " 

de sorte que la quantité dont il s agit deviendra 

( i -h r/- i*cyt r <_ * ±J12 ' 

Y ( h x ) f 1 + /' + 1" j; 
laquelle peut se mettre sous cette forme 

r ■+ - r/;» , 

■ • — 1 — 1 — ' r" j . 

Y(h + x) (\ +j* + Ç)\ 

d'où l'on voit que cette quantité a d'elle-même la propriété d'être toujours 
nécessairement positive , quelles que soient les valeurs de a et Ç Et 
comme d'ailleurs elle ne saurait jamais devenir infinie taift que /et i' ne 
seront pas infinies, il s'ensuit que le minimum aura nécessairement lieu 
dans la cycloïde. ir: •• ' 

Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur ce problème qui offre 
différens cas à examiner , suivant les conditions qu'on peut demander 
relativement au premier ei au, dernier point de la courbe, et par rapport 
» la courbe même qu'on peut supposer devoir être tracée sur une surface 

donnée. 
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donnée. La solution de tous ces cas peut se tirer aisément des principes 
établis ci-dessus. 

183. L'analyse que nous avons employée pour trouver les maxlma et 
minima des fonctions -primitives , donne lieu à une observation importante. 
Nous avons trouvé ( n.° iyi ) que, pour que la quantité a f ( y ) 

*'/' (/ ) * f (f ) "+- &c - ait une f° nction primitive, quelle 
que soit la valeur de a, il faut satisfaire à l'équation 

f (y) - [/' f/JY +■ Ifh") ]* - &c. = o. 

Donc, si cette quantité était d'elle-même la fonction prime d'une fonction 
de x, y, /, &c. , a, a' , &c. , l'équation précédente aurait aussi lieu 
'd'elle - même et serait par conséquent identique. 

Or, on voit par le n.° 170, que la quantité dont il s'agit n'est autre 
chose que la partie du développement de la fonction f (x, y -+- a, / 
tl , y H- •* • • • ) t qui ne contient que les premières dimensions 
de a, al a , &c. ; et je vais prouver que cette quantité sera nécessairement 
une fonction prime, si la fonction f(x, y , y' , y . .) est elle-même 
une fonction prime d'une fonction de x ,y , y' . . . >. 

En effet , si cette fonction est une fonction prime , quelle que soit la 
valeur de y en x , elle le sera encore en mettant y a au lieu de y, 
quelle que soit la quantité donc la fonction/ (x, y -4- »,/ -f- <*' . . . ) 
sera aussi nécessairement une fonction prime , en prenant pour a une 
fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soit développée 
suivant les, puissances et les produits de a, al , et" , &c. , et dénotons 
respectivement par P, Q, R, &c. les parties de ce développement qui 
contiendront les premières dimensions , les secondes dimensions , les» 
troisièmes &c. des mêmes quantités, on aura/ (x,y-\-ie, y'-t-af, /-Ha»*... ) 
z=zf(x, y t y' , y" . . .) —H P -\- Q -H R -+- &c. Ainsi, il faudra que 
la quantité P -H Q -+- R &c. soit la fonction prime d'une fonction 
de x , y , y' , &c. et de a, a>' a" , &c. ; et il est facile de voir que chacune 
des quantités P, Q, R, &c. devra être en particulier une fonction 
prime , puisque ces quantités renfermant des dimensions différentes de 
l'indéterminée « et de ses fonctions dérivées a>" ,&c, il est impossible r 

Ee 
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par la nature des fonctions d^rivces , que ies fonctions primitives de 
P, Q, R, &c. dépendent les unes des autres. Or, on a P = »f (y) 
■+" »TW » f (f ) -H &c. /70;/ donc cette quantité' 

sera d'elle : même une fonction prime. Donc, enfin, si la fonction 
j ( x > y > y' > f • • • ) cst "«e fonction prime, 1 équation 

f (y) — [f (y')}'-*- [f '(fJY—lfff)] m -*-**>=Q 

sera nécessairement identique. 

Réciproquement, on peut démontrer que si cette équation est identique, 
la fonction f( x , y, / , y" . . .J sera nécessairement une fonction prime; 
car nous avons vu que si cette équation est vraie , la quantité P est 
une fonction prime, quelles que soient les valeurs dey et de v; donc elle 
sera encore une fonction prime, si à la place de y on met y -+- <*. 
Supposons que par cette substitution , et par le développement suivant 
les dimensions de a, et' , a" , &c. , la quantité P devienne P -4- p -f- &c. ; 
la quantité p contenant les premiers termes du développement dans 
lesquels a, a , 0" , &c. , ne formeront que deux dimensions , on en con- 
clura, comme plus haut, que la quantité p sera en particulier, la fonction 
prime d'une fonction de x, y , y' , &c. , et, et' , &c; mais par la théorie 
générale du développement des fonctions de plusieurs variables (11/ 8$) , 
il est facile de voir qu'on a généralement p ss 2 Q ; donc , la quantité 
Q sera une fonction prime , y et m étant quelconques ; donc elle sera 
encore une fonction prime en y substituant y -f- et pour y. Et si l'on 
■suppose que par cette substitution , et par le développement suivant les 
puissances et les produits de et , et', £fc. , cette fonction devienne 
Q H— (] -4- &c. , la quantité q renfermant les premiers termes du 
développement où les et, et' , a , &c. ne formeront que trois dimensions, 
on en conclura aussi , comme ci-dessus , que la quantité q sera elle-même 
une fonction prime ; mais par la théorie du développement , on trouve 
aisément q = 3 R ; donc la quantité R sera elle-même aussi une 
fonction prime , et ainsi de suite. En effet, si r, s,&.c, sont les premiers 
termes du développement des quantités R, S, &c; après la substitution 
de y -f- a à la place de et, cette théorie donnera r = 4. S, s = 5 T, &c. ; 
4'où l'on conclura, en suivant le même raisonnement, que les quantités 
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S, T, &c. , seront aussi , chacune en particulier , des fonctions primes, 

Donc , toute la série P -+- Q -t- R -f- &c. sera nécessairement la 
fonction prime d'une fonction de x , y , y' , &c. , a, u' , &c. , quelles que 
soient les valeurs dey et a en x. Donc la quantité/^ x , y H— a , / (*'...) 

f (x, y , y . . .), qui est égale à cette série, sera une fonction prime 

en donnant à u une valeur quelconque , et par conséquent aussi en faisant 
a ' — — y ; or, dans ce cas, la fonction f ( x , y —H a, y' a' . . . ) 
ne sera plus qu'une simple fonction de x sans y ni a, qui pourra 
être censée la fonction prime d'une fonction de x. Donc la fonction 
f( x > y > >'» y" • • ') sera elle -môme nécessairement la fonction prime 
d'une fonction de x , y , y' , &c. 

Il suit de-là que l'équation 

/ M — [/' Û>y -+- [/' {/))■ — &c. = o, 

contient le caractère par lequel on peut reconnaître si la fonction 

f (*> y» y y" • • • J est ou non une fonction prime. 

On trouvera de la môme manière que les deux équations 

f (y) — [/' f/J Y ■+■ [f (y) J" — &c. == o , ■ 

- [fwr,+ [rwr — &<• = °> 

renferment le caractère par lequel on pourra reconnaître si la fonction 

î ( x > 7* /' ' • • Z> l' ' • -) est ou non une fonction prime, les quantités 
y et 1 étant indépendantes. 

Mais si la quantité 2 dépendait de l'équation <p(x,y,/ . . *Z*Z' • • 'J = °> 
on aurait, comme dans le n.° 181 , 

f (y) — {f (f) Y h- [/ r/; r — &«■ -1- a 

— [ j ]' -+- [ A0Y/; ]• - 8cc =0, 

f(i}—\rti)r* ir (î) 1* — &c. -h a ^; 

€t l'équation résultante de l'élimination de l'indéterminée A, contiendra 
te caractère qui fera reconnaître si la fonction/ {x, y , f . . . £, £ . . . ) 
est d'elle- môme , ou non , une fonction prime. 
Puisque la^nctionrvimitivedebquàntité^ 

£e z 
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est représentée par -H et' y -+- «* ^ -f- &c. ^ /».* /// ) , en omettant, 
ce qui est permis , la constante arbitraire et , on trouvera , de la même 
manière , que le caractère par lequel on pourra reconnaître si cette fonction 
primitive est elle-même une fonction prime, sera renfermée dans l'équation 
9> — y' -f- J^" — &c. =: o , laquelle , en substituant pour jS , y, J\ ckc. 
leurs valeurs ( n.° ijz), devient 

/' (f) -*[f (f) }'■ ■+• 3 [/' (f) Y — &c. = o. 

Ainsi, le système de cette équation et dv l'équation trouvée ci-dessus , 
renfermera le caractère par lequel on pourra juger si la fonction 
f ( x, y, / t f . . . ) est d'elle-même, ou non, la fonction seconde 
d'une fonction de x , y , y' , y" , &c. ; et ainsi de suhe. 

Ces différentes équations répondent à celles que , dans le calcul diffé- 
rentiel , on nomme conditions d'intégral'ilné , et dont on s'est beaucoup 
occupé dans ces derniers temps. Nous nous contenterons ici d'avoir établi, 
d'une manière directe et rigoureuse, le principe de la correspondance de 
ces équations avec celles du maximum et minimum des fonctions primitives ; 
et nous renverrons , pour ce qui concerne l'usage de ces équations de 
condition , aux diffcrens ouvrages qui en traitent. 

■ m i 

184. Quoique les relations employées dans le n.° précédent, entre les 
premiers termes p , q,r, &c. du développement des quantités P,Q. R, &c. 
et ces mêmes quantités, soient aisées à déduire de la formule générale du 
développement des fonctions; cependant, comme il pourrait être utile, 
dans plusieurs occasions, de connaître la loi générale qui doit régner entre 
les termes du développement primitif et ceux des développemens 
secondaires, nous allons la donner ici d'une manière directe, pour servir 
de supplément à lu théorie du développement des fonctions , exposée dans 
la première partie. 

Considérons , en général , une fonction f ( x , y , 1 . . . ) de plusieurs 
variables indépendantes x ,y, 1, &c. , et supposons que, par la substi- 
tution de x y -+-£, £H-y, &c, à la place dex,y, £, &c. , et par le 
développement suivant les puissances et les produits de <t, j8> y , &c. , cette 
fonction devienne 
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Je dénote par f ( i ) la somme de tous les termes où les quantités 
a, d , y , Sic. , seront à la première dimension, par / ( 2 ) , la somme de 
tous les termes où ces mêmes quantités formeront deux dimensions, et 
ainsi de suite. 

Supposons de plus qu'en faisant la nicme substitution et le même 
développement dans les fonctions f ( 1 ), f ( * ) , f ( } ) , &c., elles 
deviennent 

f(b 1) -+-/Y'. W -h/Yi. 3) -+- &c 

fflj -t-f( lt l}-+-f(2,2)-t-f{z t3 j-i- &c, 

f(3Ï-+ff$* *)*-ffh *J-*-f()> S*-*** . 
&c; 

où je dcnote par f ( r f 1 /, f { 1 * * ) , &c. , les rangs successifs des 
termes du développement de /fi /, de manière q*ie puisque les quantités 
0., j2, 7, &c. sont «i la première dimension dans /Y 1 J , elles formeront 
deux dimensions dans f ( 1 , 1 ) , trois dimensions dans f ( 1 , 2 ^ ; et 
ainsi des autres. Par cette notation, on voit qu'en général la quantité 
désignée par f (m, 11) renfermera tous les termes du développement de 
f ( m ) , où les quantités cl , (l, y, &c. formeront m —h- n dimensions. 

Cela posé, supposons qu'on substitue d'abord x -t-tf^-H^, y,&c. 
dans la fonction f (x, f, % . . . ) t elle deviendra 

f (*.y. z • • •) -+- fh) -±-f(y) &c.i . 

et si on substitue ensuite dans cette quantité .y -h*?;jx, ^ -+- m$, 1 tny, &c. 
à la place de x, y , £, U est clair qu'elle deviendra 

ft*,j;z- ..;•+- /y 1 ;h- /ra ;-h /y 3 

+ »// 1 f( * J+m % f( 3 ;h-&c, 

-+-mf{i, 1 J-t-m % f(i,*J~4-m l f (1,5 J -+-&e., 
-+- mf{2 , 1 ; -f- 2, 2 J -\-tn*f( 2, } J -+- &c. , 

H-&c. 

D'un autre coté , il est visible que ces deux substitutions successives 
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équivalent à une substitution unique qu'on ferait dans la fonction 
} ( * ' )' ' Z • • • ) ' en mettant 

x -\- ( i m )<t, y -\- ( \ m )Q>, z -+- ( 1 ni) y, inc. 
à la place de x , y, £, &c. , et qui donnerait, par ie développement , 

Ainsi , il faudra que ces deux développemens soient identiquof , et que 
par conséquent les termes qui renferment les mêmes dimensions de * , & , y,8ic. 
soient égaux de part et d'autre , quelle que soit d'ailleurs la quantité m. 
On aura donc les comparaisons suivantes: 

fN -+- *SN = (« -+- »0f( ■ h 

f(i) mYfzJ —H mf(i ,i)=z(l-+- mff(x) , 

fflJ H- mM) -+- ntf(x ,zj -H mffai) = {i-+- mW( } ) , 

/M »'Y(+J H- wlft 1,3) -H 4ffcl) —H mffy = >»m;; 

et ainsi da suite. 

Et comparant encore les termes affectés des mêmes puissances de m , 
on tirera ces valeurs , 

//,,,/=:*/,'*/, 

f(i t x) = if(}),f(*,i) - 3/7 3 

Dans le cas du n.° 183 , en prenant les quantités v, y,/', &c. pour 
autant de variables indépendantes, et », «/ , et" , &c. pour les quantités 
dont on les fait croître respectivement , il est clair que les quantités: 
P , Q , R , &c. répondent aux quantités j(i),f(i),f( 3 ) , &c., et 
les quantités p , (j , r , &c. aux quantités f ( 1 , 1 ) , f (2, \) , f( 3 , 1), &c. 
Ainsi les formules précédentes donnent sur-le-champ les relations pz=zzQ, 
q ■ z=z 3 R , &c. , dont nous avons fait usage. 

Nous remarquerons encore que , d'après les relations précédentes , on 
pourrait simplifier la démonstration du même numéro. Car puisque la 
quantité P o\\f( 1 J est une fonction prime, / et a» étant quelconques t 

: 
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toutes les quantités f( 1 , 1 ) , f( 1 , x ) ,f( 1 , 3 ) , &c, qui résultent 
du développement de// 1 ^, seront , chacune en particulier, des fonctions 
primes ; donc les quantités f( % J, 3 ) t f(+)$ &c. ,' cV<t - à - dire , 
Q, R, S, &c. , seront des fonctions primes; donc, &c. 

Nous terminerons ici les applications de la théorie des fonctions à la 
géométrie : nous aurions pu les étendre plus loin , si les bornes de cet 
écrit l'avaient permis; mais il suffit d'avoir tracé la route, pour démontrer 
en toute rigueur, par cette théorie, les propriétés des courbes et des 
surfaces qui dépendent du calcu4 différentiel. 

Application à la Mécanique. 

185. Je vais maintenant considérer la théorie des fonctions relativement 
à la mécanique. Ici les fonctions se rapportent essentiellement au temps , 
que nous désignerons toujourt par /; et comme la position d'un point 
dans l'espace dépend de trois coordonnées rectangulaires x , y , £ , ces 
coordonnées, dans les problèmes de mécanique, seront censées être des 
fonctions de t. Ainsi on peut regarder la mécanique comme une géométrie 
à quatre dimensions , et l'analyse mécanique comme une extension cb 
l'analyse géométrique. 

Considérons d'abord le mouvement rectiligne , et supposons que x soit 
l'espace parcouru pendant le temps t, on aura x z= fr , et la fonction ft 
devra être telle qu'elle devienne nulle lorsque * = o. La forme la plus 
simple de// est évidemment at; ce qui donne x = at , a étant une 
constante : ainsi , dans le mouvement représenté par cette équation , les 
espaces parcourus sont toujours proportionnels aux temps écoulés depuis 
le commencement du mouvement ; ce qui est fa propriété du mouvement 
qu'on appelle uniforme. La constante a, qui exprime le rapport de l'espace 
au temps , est la mesure de ce qu'on nomme la vitesse ; c'est le seul 
élément qui entre dans cette espèce de mouvement, et par lequel un 
mouvement uniforme diffère d'un autre mouvement uniforme. 

L'obserfation et l'expérience nous font voir qu'un corps mis en mou- 
vement d'une manière quelconque, si on écarte toutes les causes d'altération 
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qui peuvent agir sur luî , continue à se mouvoir de lui-même d'un 
mouvement rectiligne et uniforme; d'où il suit que la vitesse une fois 
imprimée, se conserve toujours la même, et suivant la même direction : 
c'est en quoi consiite la première loi du mouvement. 

Si on représente le temps par l'abscisse, et l'espace parcouru par l'or- 
donnée d'une ligne, il est clair que cette ligne sera pour le mouvement 
uniforme une droite passant par l'origine des abscisses , et que la tangente de 
l'angle qu'elle fait avec l'axe sera la mesure de la vitesse du mouvement. 

i86\ La fonction de t , la plus simple après at, est ht 1 ; en prenant 
cette expression pour ft , on aura une autre espèce de mouvement 
rectiligne représente par l'équation x bt x , dans laquelle les espaces 
parcourus depuis l'origine du mouvement sont proportionnels aux cariés 
de temps. 

t 

L'observation et l'expérience nous présentent aussi journellement ce 
mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur , en faisant 
abstraction de la résistance de l'air , et de toute autre cause étrangère 
d'altération. La constante b, qui est le seul élément qui entre dans fa 
constitution de ce mouvement , est la même pour tous les corps dans le 
même lieu de la terre , et dépend de la force de la gravité qui le produit 
et qui agit sans cesse de la même manière sur le mobile. Ainsi ce mou- 
vement ne se continue qu'en vertu de la force qu'on peut regarder comme 
une cause extérieure agissant continuellement sur le corps , et dont le 
coefficient b est la mesure. 

Comme dans ce mouvement les espaces augmentent en plus grande 
raison que les temps, on le nomme mouvement accéléré , et en particulier, 
on appelle celui dont il s'agit, uniformément accéléré , par la raison que 
nous verrons dans un moment. 

Si on représente ici le temps par l'abscisse , et l'espace parcouru par 
l'ordonnée d'une courbe , on voit que cette courbe sera une parabole 

dont le paramètre sera -y» , et dont l'axe £ uncipal sera^ l'axe des 
ordonnées jr. 
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Le mouvement le plus simple , après celui que nous venons de consi- 
dérer ,' serait celui où l'on aurait x = c t> ; mais la nature ne nous v onre 
aucun mouvement simple de cette espèce , et nous ignorons ce que le 
coèfficient c pourrait représenter t en le considérant d'une manière absolue 
et indépendante des vitesses et des forces. 

Ce sont là les ^mouvemens simples dont toutes les autres espèces de 
mouvement peuvent être regardées comme composées ; et l'art de la méca- 
nique consiste dans cette composition et décomposition , d'où résultent les 
rapports entre les temps \ les espaces , les vitesses, et les forces. 

< 

187. Si l'on réunit les deux espèces de mouvement que nous venons de 
considérer, on aura le mouvement représente par l'équation x = at -H h t\ 
qui sera par conséquent composé d'un mouvement uniforme et d'un mouve- 
ment uniformément accéléré, et qui résultera de la réunion des deux causes 
qui peuvent produire chacun d'eux en particulier , c'est-à-dire, d'une vitesse 
proportionnelle ha, primitivement imprimée, et d'une force accélératrice 
proportionnelle à b , agissant continuellement sur le mobile. 

La nature nous offre aussi la composition de ces deux mouvemens dans 
les corps pesans lancés verticalement de haut en bas , ou de bas en haut , 
en faisant abstraction de la résistance de l'air, et de toute autre cause 
étrangère. Dans les corps lancés verticalement de haut en bas , la force b 
agit dans la direction même du mouvement , comme nous le supposons ; 
mais dans les corps lancés verticalement de bas en haut , la force b agit 
en sens contraire, et devient par conséquent négative; elle tend ainsi à 
retarder* le mouvement du corps , et s'appelle alors forée retardatrice. Le 
mouvement lui-même s'appelle , dans ce cas , uniformément retarde. 

L'observation nous fait voir que , dans la composition de ces deux 
mouvemens , chacun d'eux se conserve comme s'il était seul dans le 
mobile , de manière que l'espace parcouru au bout d'un temps quelconque, 
est exactement la somme ou la différence des espaces que le mobile aurait 
parcourus séparément en vertu des deux causes qui produisent les deux 
mouvemens; de sorte que le résultat, c'est-à-dire, l'espace parcouru, est 
le même que si les deux mouvemens avaient lieu séparément et succes- 
sivement. 

Ff 
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1 8 8. Considérons maintenant un mouvement rectiligne quelconque 
représenté par l'équation x = //. Au bout du temps /, le mobile aura 
parcouru l'espace ft; et.au bout du temps / G, il aura parcouru l'espace 
f (t H- S ) : par conséquent , la différence/ ( t H- 8 ) — // sera l'espace 
parcouru pendant le temps fl, qui a commencé à l'instant où le temps 
t a fini. La fonction f ( t -+- 6 ) étant développée suivant les puissances 

de 9, devient ft -f- 6/'r H ^~f" t ~^~ ^ c '' comme on ' a vu dans ' a 

première partie; donc l'espace parcouru durant le temps 9, sera représenté 

G* 8* 

par la formule 6/'/ H ft-\ ft &c, dans laquelle le 

2 2 . 3 

temps / écoulé avant le temps ô est maintenant regardé comme une 
constante. Ainsi le mouvement par lequel cet espace est parcouru, sera 
composé de difTt'rens mouvemens partiels , dont les espaces répondant au 

0* 8' 

temps 8 seront 8/'/, f t, /'"/, &c. ; et l'on ivoit que le premier 

de ces mouvemens partiels sera uniforme avec une vitesse mesurée par 
ft ( //.' / Sf ) , et que le second sera uniformément accéléré et dû à une 
force accélératrice proportionnelle à {ft (n.° i 86 ). A l'égard des autres , 
comme ils ne se rapportent à aucun mouvement simple connu , il ne 
sera pas nécessaire de les considérer en particulier, et nous allons faire voir 
qu'on peut en faire abstraction dans la détermination du mouvement au 
commencement du temps 9. 

En effet, si on développe la fonction/^ t -f- , suivant la formule 

8* 8' 

générale du n.° 147 , on aura/r-j-S/' t -i ~/' /+ ™/7' +A ^' 

A étant un coefficient inconnu , dont la valeur est nécessairement comprise 
entre o et 1 ; de sorte que l'espace parcouru dans le temps 9, sera exprimé 

6* 8' 

exactement par la formule 8/'/ H ft H f"(t + AÔj. 

2 2.3 

Les deux premiers termes représentent, comme l'on voit, le mouvement 
composé d'uniforme et d'uniformément accéléré ; le troisième représente 
la totalité des autres mouvemens, qui se combinent avec celui-là , et qui 
empêchent le vrai mouvement d'être un simple résultat de ces deux. Mais 
j'observe qu'on peut prendre 9 assez petit pour que le mouvement composé 
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des deux termes 6/'/ -| f't approche plus du véritable mouvement 

• î ^ • ■ 

que ne pourrait faire tout autre mouvement compose d'un mouve- 
ment uniforme et d'un mouvement uniformément accéléré. Car la 
différence des espaces parcourus pendant le temps 8 , par le mouvement 
composé dont il s'agit , et par le véritable mouvement , sera exprimée 

par /"' (t-\-\§); mais l'espace parcouru par tout autre mouvement 

composé d'un uniforme et d'un uniformément accéléré , étant représenté 
par d9 £6* ( n.° i 8 y ) , la différence entre cet espace et le véritable 

espace parcouru sera f t — a) (\f" t—b) -{ /"' ( t-±-\§) ; 

2 ' 3 

et il est aisé de prouver par un raisonnement semblable à celui du n.° 1 1 1 ,* 
que tant que a et b diffèrent de f t et jf" t, on pourra toujours prendre 
6 assez petit pour que cette dernière différence surpasse la première , et 
que dès que cette condition aura lieu pour une valeur de 8, elle aura 
Jieu , à plus forte raison , pour toutes les valeurs plus petites. Donc le 
terme ô/ 7 1 exprime tout ce qu'il peut y avoir d'uniforme dans le mouvement 

proposé , considéré au commencement du temps 9 , et le terme — ^- f t 

exprime de même tout ce qu'il peut y avoir dans ce mouvement , d'uni- 
formément accéléré. 

On peut conclure de-Ià que tout mouvement rectiligne, représenté par 
l'équation x—ft, peut, dans un instant quelconque au bout du temps /, 
t%e regardé comme composé d'un mouvement uniforme dû à une vitesse 
imprimée au mobile, mesurée par f't, et d'un mouvement uniformément 
accéléré dû à une force accélératrice agissant sur le mobile et propor- 
tionnelle à {f t, ou simplement à/"/; que par conséquent, si les causes 
qui empêchent le mouvement proposé d'être uniforme, venaient à cesser 
tout-à-coup, le mouvement se continuerait , dès cet instant, d'une manière 
uniforme avec une vitesse mesurée par/'f; et que si l'effet de ces causes , 
au lieu de devenir nul, devenait constant, le mouvement deviendrait 
composé du mouvement uniforme dont nous venons de parler , et d'un 
mouvement uniformément accéléré , commençant au même instant , en 
vertu d'une force accélératrice constante et proportionnelle à 

Ffa 
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Plusieurs phénomènes de la nature , et sur -tout les résultats des diffé- 
rentes expériences qu'on a imaginées sur la chute des corps , confirment 
pleinement la conclusion que nous venons de trouver , et qui doit être 
regardée comme le principe fondamental de toute la théorie du mouvement. 

î8o. Donc, en général, dans tout mouvement rectiligne dans lequel 
l'espace parcouru est une fonction donnée du temps écoulé, la fonction 
prime de cette fonction représentera la vitesse, et la fonction seconde 
représentera la force accélératrice dans un instant quelconque ; car , comme 
les temps , les espaces , les vitesses et les forces sont des choses hétérogènes 
qu'on ne peut comparer ensemble qu'après les avoir réduites en nom&res 
en les rapportant chacune à une unité déterminées dans son espèce , nous 
pouvons, pour plus de simplicité, exprimer immédiatement la vitesse et 
k force par les fonctions primes et secondes , comme nous exprimons 
l'espace par la fonction primitive. D'où l'on voit que les fonctions primes 
et secondes se présentent naturellement dans la mécanique, où elles ont 
une valeur et une signification déterminées : c'est ce qui a porté Newton 
à établir le calcul des fluxions sur la considération du mouvement. Ainsi, 
l'espace , la vitesse et la force étant regardés comme des fonctions du 
temps , sont représentés respectivement par la fonction primitive , par 
sa fonction prime et par sa fonction seconde ; de manière que connais- 
sant l'expression de l'espace par le temps , on aura tout de suite celles 
de la vitesse et de la force par l'analyse directe des fonctions; mais si 
on ne connaît que la vitesse ou la force par le temps , il faudra alors 
remonter aux équations primitives par les règles de l'analyse inverse. 

Désignant donc par .y l'espace parcourir durant le temps /, et regardant 
x comme fonction de/, on aura, suivant la notation employée jusqu'ici, 
x' pour la vitesse au bout de ce temps , et x" pour la force accélératrice 
dans le même instant ; d'où l'on voit que si la loi du mouvement est 
donnée par une relation entre le temps, l'espace, la vitesse et la force, 
on aura une équation du second ordre entre t, x , x' , x", d'où il faudra 
tirer l'équation' primitive en t en x par les règles de l'analyse inverse 
des fonctions ; et on déterminera les deux constantes arbitraires qui 
entreront dans cette équation, par les valeurs -données de .v et de x' dans 
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»n instant donne, c'est-à-dire, par l'espace et la vitesse, qu'on suppose 
connus dans cet instant. 

Dans le mouvement uniforme représente par l'équation x — at , on 
aura donc x' — a , x" = o; ainsi le coefficient a , rapport de l'espace 
parcouru au temps , exprimera la vitesse , et la force accélératrice sera 
nulle. Dans le mouvement uniformément accéléré et représenté par* — 
on aura*' — 2 bt et a" = ib. Ainsi la vitesse dans un instant quelconque 
est proportionnelle au temps écoulé depuis l'origine du mouvement. Le 
rapport entre la vitesse et le temps exprime la force accélératrice, et est 
double du rapport entre l'espace parcouru et le carré du temps. L'augmen- 
tation continuelle et uniforme de la vitesse dans cette espèce de mou- 
vement , lui a fait donner le nom de mouvement uniformément accélère'. 

Ce qu'il y a de plus simple et de plus naturel pour comparer les 
forces accélératrices , cW de prendre la force de la gravité dans un lieu 

donné pour l'unité. Ainsi on aura pour les corps pesans i,b = i,et bz=z ■—— / 

donc x = — , x J = / = Y t. x ; de sorte qu'on peut déterminer la 
2 

vitesse par la racine carrée du double de la hauteur d'où un corps pesant 
doit tomber pour acquérir cette vitesse. Par conséquent, si on veut 
prendre une vitesse donnée pour l'uni te des vitesses, il faudra alors 
prendre pour l'unité des espaces le double de la hauteur nécessaire pour 
la produire. 

■ ■ . 

1 90. Nous venons d'examiner la nature et les propriétés du mouvement 
rectiligne; le mouvement curviligne se réduit naturellement à deux ou 
trois monvemens rectilignes , suivant que la courbe décrite par ie mobile 
est à simple ou à double courbure. En effet, en rapportant cette courbe 
à deux ou trois coordonnées rectangulaires x, y, g., U est clair que la 
détermination du point de la courbe où le mobile se trouvera à chaque 
instant , dépendra de la valeur de ces coordonnées au même instant ' de 
sorte que chacune de ces coordonnées sera une fonction donnée du temps, 
et pourra représenter l'espace rectiligne parcouru par un mobile qui serait 
la projection du vrai mobile sur chacun des trois axes des mêmes 
coordonnées. 
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Ainsi , si le mouvement se fait dans un plan , il pourra être représenté 
par les deux équations .v z=.ft, y = Ft, d'où éliminant t , on aura en 
x et y l'équation de la ligne parcourue par le mobile. Si le mouvement 
se fait dans des plans dirTcrens % il sera représenté alors par les trois 
équations x z=z ft, y = Ft, i = <pt , d'où éliminant /, on aura deux 
équations en x, y, i> qui détermineront la ligne à double courbure décrite 
par le corps. 

101. Supposons d'abord que les trois mouvemens relatifs aux axes 
des x, y, i soient uniformes, on aura x = at , y bt , i = et, 
a , b , c étant les vitesses de ces mouvemens. Eliminant / , on aura 

h x c x - 

y z=. — — et i = , deux équations qui appartiennent à une ligne 

droite passant par l'origine des coordonnées , et dont les projections sur 
les plans des x, y et des x, £ font, avec l'axe des x , des angles dont 
b c 

— et sont les tangentes. La partie de cette droite qui répond aux 

coordonnées x,y,i, sera donc Y (x 1 -»-/ -+- £) =. tV '(a -+- c 1 ) ; 
ce sera l'espace décrit pendant le temps /, en vertu des trois mouvemens 
uniformes. Ce mouvement composé sera donc aussi rectiligneet uniforme, 
avec une vitesse égale à Y (a b 1 -4- c*J, A l'égard de sa direction, 
il est plus simple de la rapporter aux trois axes des coordonnées x,y, 
et il est visible que, puisque at, bt, et sont les projections de la ligne 

ty (a -H b 1 -4- c % ) sur les trois axes, les rapports 

— — — — -r. — ' — TT~x — -Tx tt~ seront les cosinus des angles que 

✓ (a i -+- t » -h c ■ ) Y ( a r -+■ b 1 <r ) ° 1 

cette direction fait avec les mêmes axes. La somme des carrés de ces 
cosinus est, comme l'on voit, égale à l'unité, ce qui est la propriété 
connue des angles qu'une même droite fait avec trois autres droites per- 
pendiculaires enrr'elles. 

102. Nommons A la vitesse du mouvement composé , et <t, g, y les 
angles que la direction de ce mouvement fait avec les trois axes , on 
aura ,4 = Y fa .-h- b 1 -+- c 1 ) et 

= cos. a., — = cos. g, = cos. y ; 
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d'où l'on lire 

a = A cos. a, b :*= A cos. c z= A cos. y. 

On voit par - là comment la vitesse A d'un mouvement uniforme , 
suivant une direction donnée , peut se décomposer dans trois vitesses 
a, b, c suivant des directions perpendiculaires entre elles. 

Si donc un corps avait à la fois deux vitesses A et B suivant des 
directions données , faisant , avec trois axes perpendiculaires entre eux , 
les angles respectifs a , £, y et A, i* , t , il en résulterait, suivant ces 
mômes axes , les vitesses composées A cos. et h- # cos. A , A cos. 0 -H B cos. 
A cos . y + 5 cos. r; et ces vitesses donneraient une vitesse unique C, 
avec une direction qui ferait, avec les mêmes axes , les angles 7r, £ , <r, 
de manière que l'on aurait 

C COS. 7T = A COS. CL -H 5 COS. A, 

C cos. y = A cos. g -4- # cos. jt, 
C cos. «r = /I cos. y —H B cos. y. 

Comme les lignes A cos. a , A cos. & , /l cos. y sont les projections 
sur les trois axes de la ligne A prise sur la direction de la vitesse A , 
et ainsi des autres quantités semblables, il est facile de conclure des équations 
précédentes , que , si on place les deux lignes A et B l'une au bout 
de l'autre , suivant leurs propres directions , la ligne C joindra ces lignes , 
de sorte que A , B , Useront les trois côtés d'un triangle; et si , sur les deux 
lignes A et B partant d'un même point, on construit un parallélogramme, 
la ligne C en sera la diagonale. De cette manière, la composition et 
décomposition des vitesses se réduit à une considération géométrique très- 
simple ; mais pour le calcul , il est plus simple encore de tout rapporter 
à trois -axes perpendiculaires entre eux par les formules précédentes , qu'on 
peut étendre à autant de vitesses qu'on aura à composer. 

Nous remarquerons encore que si on nomme A l'angle des deux lignes 
Aet B partant d un même point, le carré de la ligne qui les joindra, sera 
exprimé, comme l'on sait, par A 1 — 2AB cos. A -+- B 1 . D'un autre 
côté , en considérant les projections de ces lignes , il est aisé de voir que 
ce même carré sera exprimé par ( A cos. et — B cos. A / 
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( A cos. j8 — B cos. fx / -|— (A cos. 7 — B cos. >/ A x -f- — 
2 AB f cos. et cos. A -+- cos. fi cos. t u -4- cos. y cos. r d'où l'on tire, - 
par la comparaison , cos. A — cos. a. cos. A -t- cos. £ cos. fx. -+- cos. y cos. r , 
équation qui donne la relation entre l'angle A de deux lignes et les angles 
*, jg, y et A, y. , v que ces lignes font avec trois axes perpendiculaires 
entre eux. Cette relation est connue dans la trigonométrie sphérique ; mais 
comme nous aurons occasion d'en faire usage dans la suite, nous avons 
été bien aises de la de'montrer par la méthode des projections. 

193. La considération des mouvemens uniformes nous a donné la 
composition et la décomposition des vitesses ; celle des mouvemens unifor- 
mément accélérés nous donnera de même la composition et la décompo- 
sition des forces. 

En effet , supposons que les trois mouvemens rectilignes suivant les 
axés des coordonnées x, y, z, soient uniformément accélérés et produits, 
par des forces accélératrices g, h, k, on aura ( n.° iSp ) 

x = \gt\ y = \kt\ Z = ikt\ 

L'élimination de t donne y = 1 * ■ , z z=z -——7 , ce qui fait voir 

que la ligne décrite en vertu de ces mouvemens , est aussi une droite 
passant par l'origine des coordonnées. La partie de cette droite qui répond 
aux coordonnées x, y, z sera donc aussi Y ( *" -»- / 1 ) 
= r t f -4- /'* -H A* ) ; ce sera l'espace parcouru par le 
mouvement composé, pendant le temps t; d'où Ton voit que ce mouvement 
sera aussi uniformément accéléré , et dû à une force accélératrice égale 
à y (g h- h 1 -+- k*J. Et comme les lignes ±gt\ \ht\ \kt l sont 
les projections de la ligne ^ t 1 V ( g % H— h* k x ) sur les trois axes, 

1 * t * 

les rapports v(g >^ k *^ k > } > /( g * + k* + k*) ' /(g* + à*+A'J 

seront les cosinus des angles que la direction du mouvement composé fera 
avec les mêmes axes. « 

On voit par-là que la composition des mouvemens uniformément accélérés 
suit les mêmes règles que celle des mouvemens uniformes , et que par 
conséquent la composition et décomposition «les forces se fait de la même 

manière 
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manière que celle des vitesses; de sorte que les formules trouvées dans le 
numéro précédent, s'appliqueront également aux forces accélératrices, en 
substituant simplement les forces aux vitesses. 

Ainsi, si un mobile est sollicité à la fois par deux forces G et H, suivant 
des directions données, dont les angles avec trois axes perpendiculaires 
entre eux soient respectivement a, 0, 7 et A, p, », il en jcsu Itéra, suivant 
les directions des trois axes, les forces composées G cos. at-j-//cos. A, 
G cos. 0 -+- H cos. ,u, G cos. 7 H— H cos. r; et si K est la force 
unique résultant de celles-ci, en nommant it , a les angles que sa 
direction fera avec les mêmes axes , on aura les équations 

K COS. 7T = G COS. <t -f- H COS. A , 

K cos. £ =r 6 cos. (B -+- // cos. 
.AT cos. <r — G cos. 7 -f- // COS. K. 

• 

1 04. Si les mouvemens , suivant les axes des coordonnées , étaient com- 
posés d'uniformes et d'uniformément accélérés , de manière que l'on eût 

x zzz. (i t — I — \gt\ y = bt -f- jfit 1 , Z = ct -+- i ÂfX > ators ,a u K ne 
décrite en vertu de ces mouvemens, ne serait plus droite , elle serait seule- 
ment dans un même plan passant par l'origine des coordonnées ; car , en 
éliminant / et r* des trois équations , on aurait une équation de la forme 
/.v -+- m y n£z=z o. Mais on peut composer à part les trois mouvemens 
uniformes et les trois mouvemens uniformément accélérés; et il en résultera 
un mouvement composé d'un simple mouvement uniforme suivant une 
direction donnée, et d'un simple mouvement uniformément accéléré suivant 
une autre direction donnée. 

La nature nous présente aussi la combinaison de ces mouvemens dans 
les projectiles lancés obliquement à l'horizon, en faisan* abstraction de la 
résistance de l'air. Le mouvement uniforme , effet de la vitesse imprimée, 
se continue en ligne droite, comme s'il était seul ; et le mouvement uni- 
formément accéléré, eftèt de la gravité du corps, se continue aussi verti- 
calement de haut en bas, comme s'il était unique dans le mobile, de 
manière qu'au bout d'un temps quelconque, le corps se trouvera au même 
point où il serait si ces deux mouvemens s'effectuaient successivement 
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et indépendamment l'un de l'autre ; et à chaque instant, le corps a à la fois 
lu vitesse du mouvement uniforme et la vitesse du mouvement uniformément 
accéléré , et de ces deux vitesses suivant des directions différentes , se 
compose la vitesse du projectile. 

Soit H la hauteur d'où il faudrait qu'un corps tombât pour acquérir 
Ja vitesse avec laquelle le projectile est lancé obliquement à l'horizon ; 
cette vitesse sera exprimée par V 2 H , en prenant la force accélératrice 
de la gravité pour l'unité ( n.° i 8ç)> De-là, en prenant les .abscisses x 
horizontales et dans le plan de la ligne de projection , et les ordonnées y 
verticales et dirigées de haut en bas , et nommant a l'inclinaison de la 
ligne de projection avec l'horizontale .v , on aura Y 2 H cos. <t , et 
V 2 Hs'm. et pour les vitesses horizontales et verticales : donc, les expres- 
sions de x et y deviendront x—tV 2 //cos. a et/ = / / 1 Hs'm. a. — ~t\ 
parce que la direction de la gravité étanttontraire à celle des ordonnées v, 
le terme ^ t % dû à l'accélération de la gravité, doit être pris négativement. 

En éliminant / de ces équations , on aura y =z x tang. et — - ^ r p 

équation à une parabole , d'où l'on pourra déduire les propriétés connues 
'de la trajectoire des projectiles dans le vide ; mais ce n'est pas ici le 
lieu d'entrer dans ce détail. 

5. Considérons maintenant un mouvement quelconque, et supposons 
que les coordonnées x , y , 1 de la courbe décrite par le mobile , soient 
des fonctions données du temps t, comme dans le n.° ipo. Dans un 
instant quelconque, au bout du temps r, le corps aura, suivant la 
direction de l'axe des x, la vitesse .v' et la force accélératrice x" ( n." 1 Sû ) ; 
il aura pareillement, suivant la direction de l'axe des y , la vitesse y et 
ia force accélératrice y" ; et suivant la direction de l'axe des £, la vitesse £ 
et la force accélératrice î'. Donc, les trois vitesses x f , / , jf donneront 
la vitesse composée Y ( x'~ -t-/ 1 -H fc'V'*! 116 nous appellerons a , 
dont la direction fera, avec les trois axes, des angles dont les cosinus 

seront , — ; de sorte que, nommant a, 0, 7 ces angles, 

on aura 

x' ;=: a cos. * , y = u cos. j3 , z' = a cos. y ; 
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c'est ce qui résulte de la théorie du n.° 188, combinée avec celle du 
n.° 1 o 1 . 

Nous remarquerons d'abord ici que l'expression de la vitesse u du mobile 
est la môme que celle de la fonction prime de l'arc de la courbe par- 
courue (n. 0 144.) ; de sorte que nommant, en général, s l'espace curviligne 
parcouru par le corps , et le regardant comme une fonction du temps , 
on aura s' pour la vitesse réelle du mobile, comme si le mouvement était 
rectiligne. Nous remarquerons ensuite que la direction de cette vitesse 
sera la même que celle de la tangente de la courbe; car , par les formules 
du n.° 140, on voit que / et sont les tangentes des angles que la 
tangente de la courbe projetée sur le plan des x et y et sur celui des 
x et 1, fait avec l'axe des x ; mais comme, dans ces formules, y et 1 sont 
supposées fonctions de.v, pour les appliquer au cas où l'on suppose x, y, 2 
fondions d une troisième variable /, il faudra, suivant la remarque du 

n.° 63 , substituer et —7- à la place de y' et 1' , de sorte que les 

tangentes des angles dont H s'agit seront exprimées- par — — et — — : 

ces angles seront donc les mêmes que ceux des projections sur les mêmes 
plans de la ligne qui serait décrite par la vitesse composée des trois 
vitesses a/,/, ( n.° Jpr ) ; par conséquent , cette ligne coïncidera avec 
Ja tangente de la courbe. De - là il suit que si les causes qui empêchent 
le mouvement d'être rectiligne et uniforme , venaient à cesser subitement 
dans un instant quelconque , le mobile continuerait son mouvement par 
la tangente , avec une vitesse égale, à la fonction prime de l'arc décrit. 

rp6. Les trois forces accélératrices x $ y" , z donneront de même 
(n.* s 1 8 S et 1 pj ) une force unique exprimée par Y (x" x -\- y" 1 — f- £ l J, 
que nous appellerons P , et dont la direction fera, avec les trois axes des 

x" y" ?" 

coordonnées x,y, £, des angles dont les cosinus seront — , ~-, — — ; 

r F P 

de sorte que , nommant \ , ft , 1 ces angles , on aura 

x" = P cos. \, y" — P cos. yu, g" — P cos. t. 

Ainsi , connaissant Ja loi du monvemem du corps, c'est-à-dire , les valeurs 

Cg i 
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de x , y, i en /, on pourra trouver , par ces équations , la force accélératrice 
et sa direction à chaque instant ; et réciproquement, connaissant la force P 
avec ies angles A, /x, t, on aura trois équations du second ordre qui 
serviront à déterminer x , y et £en /. Les problèmes de la première espèce 
ne dépendent que de l'analyse directe des fonctions , et soiit, par conséquent, 
toujours résolubles; ceux de la seconde espèce dépendent de l'analyse 
inverse des fonctions , et sont sujets à toutes les difficultés de cette analyse. 

Si le mobile était sollicité à la fois par deux forces accélératrices P et Q 
suivant des directions faisant , avec les axes des x , y, i , des angles A, t 
pour la force P, et t , / , a pour la force Q , on aurait , par les formules 
des numéros cités , 

x" = P cos. A —H Q cos. 7r, 
y" r= P cos. ,a Q cos. y , 
=3 P cos. k — f— Q cos. a : 

et ainsi de suite , pour tel nombre de forces qu'on voudra. 

197. Supposons que les directions des forces P , Q fassent, avec fa 
tangente de la courbe, les angles A, I", puisque, dans les formules du 
w.° 195 , les angles a, /3, y sont les mêmes que ceux de la tangente 
avec les trois axes , on aura, par la formule trouvée à la fin du n.° ipz, 

Cos. A = cos. et cos. A -4- cos. & cos. /a H- cos. y cos. v , 

et de même 

COS. T = COS. (t COS. 7T -f- cos. £ cos. p -f- cos. y cos. c . 

Donc , multipliant les trois dernières équations du numéro précédent par 
cos. et, cos. j8, cos. y, et les ajoutant ensemble, on aura 

x" cos a -4- / cos. Q> -+- Z cos * y =■ P cos. A -f- Q cos. F. 

x * y / 

Substituant pour cos. et , cos. j8 , cos. y leurs valeurs — , -~- , — 

t 0 i tt 1 * 

/«.' / Of y, et remarquant que — r-— — ^ rrr- est k fonction 

prime de / f x 7 * / 1 -H ^ ' ) , c'est-à-dire, de /, que par 
conséquent cette quantité est égale à /, on aura l'équation 

f = P cos. A -f- Q cos. T , 
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qui est , comme ion voit , semblable aux équations du mouvement 
rectiligne suivant les trois axes. 

Cette équation sert à déterminer directement la vitesse réelle du corps 
qui est exprimée par s' ; et l'on voit que les forces perpendiculaires à la 
tangente, n'influent en rien sur la vitesse, puisque les angles A, T étant 
alors droits , leurs cosinus sont nuls , ce qui détruit les termes dus à ces 
forces dans l'expression de S*. D'où l'on peut conclure , en général , 
que , lorsqu'un corps est contraint de se mouvoir dans un canal d'une 
figure donnée, comme l'action des parois du canal sur le corps ne peut 
s'exercer que perpendiculairement au canal même, la vitesse du corps 
ne sera nullement altérée par jcettç action. Au contraire, les forces qui 
agissent suivant la tangente , produisent sur la vitesse leur plein et entfer 
effet, comme si le mouvement du corps était rectiligne, puisque les 
angles A, T devenant nuls pour ces forces, .leurs cosinus sont égaux 
à l'unité. . , ... 

108. La gravité et toutes les forces d'attraction connues agissent égale- 
ment sur toutes les parties matérielles des corps, et y produisent le même 
mouvement, abstraction faite de l'inégalité des forces , à raison des 
distances ; de sorte que l'effet de l'action de ces forces est indépendant 
de la masse du corps mu , et est le même par rapport à la vitesse imprimée, 
que si la masse était réduite à un point. Dans les attractions réciproques 
des corps , la force d'attraction est proportionnelle à la masse du corps 
attirant , parce que chacune de ses particules attire également ; par 
conséquent , le mouvement absolu imprimé au corps attiré , est simple- 
ment proportionnel à la masse du corps attirant. 

Il n'en est pas de môme des forces qui ne pénètrent point dans l'intérieur 
des corps, et qui n'agissent qu'à l'extérieur, comme l'action des ressorts, 
celle de ia résistance des fluides , les forces produites par la pression , 
par la tension des fils , &c. Il est clair que ces forces ne peuvent 
produire le même effet sur différais corps , à moins qu'elles ne soient 
proportionnelles à leurs masses; car si une force, double, par exemple, 
agit sur un corps de masse double , c'est la même chose que si deux 
forces simples agissent séparément sur deux masses simples ; il est clair 
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aussi que l'effet produit sur une même masse ou des masses égaies, 
par différentes forces , c'est-à-dire , le mouvement ou la vitesse imprimée 
doit cire proportionnelle aux forces ; ainsi , si une force Vagissant sur une 
masse M, y imprime la vitesse V, une force «Vagissant sur la masse m M, 
y imprimera encore la vitesse V ; mais la force //// agissant sur 1a même 
masse M, lut imprimera la vitesse m V: donc la même force m F imprimera 
à la masse m M la vitesse V , et à la masse M la vitesse m V; d'où il 
suit que les vitesses imprimées par une même force à des masses 
différentes, sont en raison Inverse des- masses. Donc, en général, l'etfet 
d'une force donnée sur une masse donnée, est en raison directe de la 
force et en raison inverse de la masse , ou comme la force divisée par 
masse. 

Ce principe est confirmé par l'expérience ; car un ressort placé entre 
deux corps , et agissant également sur l'un et sur l'autre , leur imprime 
des vitesses en raison inverse de leurs masses. Lorsque deux corps durs 
mus sur la même ligne en sens opposés , viennent à se choquer avec 
des vitesses en raison inverse de leurs masses , ils s'arrêtent après le choc , 
par la destruction réciproque de leur mouvement; et s'ils sont parfaitement 
élastiques, ils sont réfléchis en arrière, chacun avec la même vitesse qu'il 
avait avant le choc. 

Dans les corps pesans , comme la gravité agit également sur toutes 
les parties de la masse du corps , son action ahsolue est proportionnelle 
v à la masse; donc, divisant cette action par la masse, l'effet de la pesanteur 
pour imprimer du mouvement aux corps, devient indépendant de leur 
masse , et est le même pour tous les corps. Mais si deux corps pesans 
se tiennent par un fil passant sur une poulie, comme les forces qui 
résultent de leur pesanteur , et qui sont proportionnelles aux masses , tirent 
le fit en sens contraire, il n'y a que la différence de ces forces qui puisse 
leur imprimer du mouvement; et comme les deux corps doivent se mouvoir 
conjointement et parcourir le même espace vertical dans le même temps , 
la masse totale à mouvoir est la somme des masses ; ainsi , l'action de la 
gravité pour mouvoir ces corps, se trouve diminuée en raison de la diffé- 
rence des masses à leur somme; par conséquent, les espaces parcourus 
au bout d'un temps quelconque, seront à ceux d'un corps pesant qui tombe 
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librement , dans la même raison. C'est ce que l'expérience confirme dans 
la machine connue pour démontrer ies lois de l'accélération des graves» 

• 

190. II résulte du principe que nous venons d'exposer, que les forces 
accélératrices d'un corps doivent tire estimées par les valeurs absolues 
des forces qui agissent sur le corps , divisées par la masse même du corps. 
Ainsi, si P , Q,8ic, expriment les valeurs absolues des forces qui agissent 
sur un corps dont la masse est M, suivant des directions qui fassent , avec 
les axes des coordonnées x , y, 1, les angles A, /a, r pour la force P, les 
angles tt , 5» , a pour la force Q , et ainsi des autres , il faudra , dans les 

P O 

formules du n.* 196, mettre par-tout ~^- / — — , &c. , à la place de 

P , Q, ckc. , ou , ce qui reviendra au même, multiplier par Al les quart-* 
tités x" , y" , j*, De cette manière, on aura donc pour les équations du 
mouvement du corps M , sollicité par les forces ou puissances quelconque* 
P, Q, &c. , les équations 

Mx" — P cos. \ -f- Q cos. t -+- &c. , 
M y" = P cos. (a. Q cos. 5» -4- &c. , 
AI l = P cos. r -4- Q cos. <r -4- &c. 
Lorsque des corps s'attirent mutuellement , comme l'attraction est 
censée venir de toutes les parties de la masse attirante et agir sur 
toutes les parties de la masse attirée, il s'ensuit que la valeur absolue de 
la force d'attraction entre deux corps doit être proportionnelle au produit 
de leurs masses. * 

2.00. Dans ces équations , les coordonnées x, y, £ sont regardées comme 
des fonctions du temps t. Pour avoir les équations mîmes de la courbe 
décrite par le corps, il faudrait éliminer le temps et réduire les coordonnées 
y et 1 à de simples fonctions de .v. Voici l'esprit et le fondement de cette 
réduction : 

En regardant les quantités x , y , £ comme fonctions de / , lorsque t 

8* - 8* 

devient f -4-&, ces quantités deviennent x-f-Gx'H **H x'", &c. , 

Z 2 . J 
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par les principes établis dans la première partie sur le développement des 
fonctions. En regardant , d'un autre côté, ^ et i comme fonctions dex, 
lorsque * devient x H- /', ces mêmes quantités deviennent y -h-/' (y' ) —H 



• X 4 1 a • A 

/ t t 



Je renferme ici les quantités/,/', &c. , •£ , % , &c. , entre des parenthèses , 
pour les distinguer des mêmes quantités relatives à la première hypothèse. 

Donc , si on fait /' = Lx' h x" H x"'-!- &c. » il faudra que 

i z. j * 

•i ■> 

ion ait, quel que soit 6, i équation i ( y' ) H — — — 

Z 2 . 3 

(y'" ) -+- &c, = 8/ H — /' H /" -+- &c. , et de même 



i -h -~ TTftTJ -+- &c = «Y h- 

H — — -f- &c. Substituant la valeur de /, et comparant les 

termes affectés de la même puissance de 9, la première équation donnera 

/= ^//v^/'=^/A''-^- (y')x' 1 , f = f/A" -+- 360^'H-f/y.v'V 

et ainsi de suite. D'où l'on tire 

* 

/v ///i > - - 3fr>* > r __ r l>_-*_ _4_ 3>-* . 

' — — y» y» ** ^ ' 

et ainsi de suite. Et l'on aura , par la seconde équation , des formules 
semblables pour (î ), (z'JÏ&c., en changeant seulement la lettre y en g. 
Ces formules s'accordent avec celles que nous avons trouvées , d'une 

y 

autre manière, dans la première partie (n.° 6 , car on voit que (y') — — -, 
v ' 

(y") = 1 x' ' ; et ainsi de suite. 

L'analyse précédente est plus directe , et résulte des premiers 
principes de la chose; mais celle du numéro cité a l'avantage de faire 

> y 

voir la loi de la progression , car elle donne immédiatement (y J z=z — ^- , 
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ff) = [ (> 'J ~ , { f ) =S 1 (y "J 3 ' ' / et ainsi de suite,, en 

désignant , par un trait appliqué aux parenthèses , la fonction prime de la 
quantité renfermée entre les parenthèses. 

Par le moyen de ces formules, on pourra transformer les équations qui 
contiennent les fonctions dérivées a', x" , &c. , f ,y", &c. , &c. , 

relativement à f , en d'autres équations où il n'y ait que les fonctions 
dérivées (y' ) , (y" ) > &c. f (ï) , (l'J> » relativement à*. 

2 o i . Pour en donner un exemple , supposons qu'on demande la résistance 
du milieu , en vertu de laquelle un corps pesant lancé dans ce milieu 
décrirait une courbe donnée. On regardera la résistance comme une force 
retardatrice qui agit dans la direction même du corps, c'est-à-dire, dans 
celle de la tangente de la courbe : ain.si , en nommant r la résistance , 
c'est-à-dire , l'action du milieu résistant sur ia surface du corps , divisée 
par la masse même du corps , on aura — r cos. et, — rcos. /3, — r cos. y 
pour les forces accélératrices qui en résultent suivant les directions des 
axes des x ,y , g , les angles et , (à, y étant ceux de la tangente avec ces axes. 
De plus , si on nomme g la force accélératrice de la gravité, et qu'on prenne 
les coordonnées^ verticales et dirigées de bas en haut, on aura — g pour la 
force accélératrice provenant de la gravité suivant les ordonnées y. 

Donc , les équations du mouvement seront 

a" = — r cos. *.,/' = — g — r cos. j3, i = — r cos. y i 

* y 

substituant pour cos. et, cos. /3,cos. y , leurs valeurs , , 

u u u 

( n* tpf),ohu, vitesse du corps , est = / Y (x ' -+•/* -H Z V > 
on aura Celles-ci 

ê 

u / U u 

La première et la dernière donnent — 7— — — — d'où l'on tire, en 

* z 

prenant les fonctions primitives , 3 = m x -f- » , « et // étant des 
constantes arbitraires. Cette équation , étant celle d'un plan vertical , fait 
voir que la courbe est nécessairement toute dans ce plan : ainsi , en 

H h 
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prenant l'axe des x dans ce même plan , on aura £ r= 0 et — o , et 
les équations de la courbe se réduiront aux deux premières. 

* 

Supposons, pour abréger , — =zq, on aura.\" = — qx' , y" = — £ 
— 7/; substituant ces valeurs dans l'expression de fjfj du n.° 200, 
on aura (y ) z= ~ ; ainsi la valeur de q dépend de (y m ). Or, 

on a, par le même numéro, (f ) = / 

mais ayant les valeurs de a" et y", il n'y aura qu'à prendre leurs fonctions 
primes pour avoir celles de x'" et y" ; et l'on trouvera, en désignant 
par q' la fonction prime de q , x"' = — 7 a* — q' x' zzz f q* -+- q' ) x f , 
y'" =r — qy" — q' y' =z qg H— f 7* —H ?V/. Ainsi les deux premiers 

termes de la valeur te (y") donneront et le terme 3 ^ * 

donnera . De sorte qu'on aura ^/"^ = ' or, 

<7 étant = , , ' — 71 — # on fera cette substitution , et on chassera 

y 

ensuite x' et / au moyen des équations (y') = et f y" J =zz — 
_(__ , lesquelles donneront x* > / ( x' ' / % ) = x r V [ 1 -+- (ff ] = 
— ; de sorte qu'après toutes les substitutions , on aura 



(fr 

fy w ) = — . Comme les fonctions dérivées f y' j , 

(y ) et (f ) se rapportent maintenant à la variable x , nous pouvons 
les représenter simplement par y , y , y"' ; ainsi on aura 

JL _ 
g */* 

Or , la courbe étant donnée , on a v en fonction de x : de-Ià on firera 
les fonctions dérivées y' , y" , y'" ; et la formule précédente donnera, pour 
chaque point de la courbe , le rapport de la résistance à la gravité. 

La vitesse u sera = / ( x"i -f- y'V = ✓ / [ 1 f/' ; ] = 
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1 ^ Jjrp / c'est-à-dire, en changeant (/ ) en y, a = 



Si on suppose la résistance proportionnelle au carré de la vitesse et à 

la densité du milieu , alors , nommant A cette densité dans un lieu 

quelconque, on aura r= m«'A, m étant un coefficient constant; donc, 

1 ... „ r 1 1 mg( » **■ /VA ; et mettant cette valeur 
jubstttuant la valeur de u, r == — — - ' 

— J 

» 

dans l'équation ci-dessus, elle deviendra wA = t-^t rr"i par 

où on déterminera la densité du milieu nécessaire pour faire décrire la 
courbe donnée. Réciproquement, cette équation servira à déterminer. la 
courbe, lorsque la densité du milieu sera donnée. 

Pour les projectiles lancés dans l'air , on peut supposer la densité du 
milieu constante ; ainsi faisant , pour plus de simplicité, 2 m A n —rrt 

A. 

l'équation de la courbe sera - — 5- K Y ( 1 H-/ / = Jt/, j étant 

l'arc de la courbe, d'où l'on tire, en prenant les fonctions primitives, 
y" z= Ae*' , A étant une constante arbitraire : c'est la forme la plus 
simple sous laquelle puisse être mise l'équation de cette courbe. On peut 
tirer de ces équations les différentes approximations qui ont été données 
jusqu'ici pour la détermination de la courbe décrite par les boulets et le* 
bombes; mais les bornes de cet écrit nous empêchent d'entrer dans aucun 
détail sur ce sujet. 

- 

202. Au reste, nous remarquerons encore qu'on aurait pu tirer tout 
de suite l'équation de la courbe, des équations du mouvement .v" = — 

r v' r v' 

■ — ,y" = — g — —y— , par l'élimination du temps r. En effet, x et y 

étant fonctions de r, on peut réciproquement regarder^ et / comme 
fonctions de x; et par les principes du n.° 63 , si on regarde, en général, 
x,y, l comme fonctions d'une autre variable quelconque £, il faudra 

Hh 2 
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substituer ~- et à la place de S , /, et 9 t T*? à ta 

place de x" , f ; mais en prenant x à la place de l'on aura x' = i : donc. 

faisant a 7 = i dans ces formules , on aura à substituer -ï— et ~* 

t t 

t" v" v' l" 

à la place de x' et /,et — et ~ r à la -place de x" et/. 

Les deux équations deviendront donc , à cause de s' =: / (x Ji -+-/ V ' 

1 r „ f y > i „ t > 



d'où il faudra éliminer la fonction /'. Substituant , dans cette seconde 

/" v" 

équation, la valeur de -yr* tirée de la première, elle deviendra • 
= — divisant par y" , et prenant de part et d'autre les fonctions 

2 f" y 1 " 

primes , on aura — — --;,-/ valeur qui, étant substituée dans 

y _ 

la première équation, donnera, comme plus haut, — =-^- 



A l'égard de la vitesse V (x* % /V- elle deviendra 
« — ■ — H 1 / et comme on vient de trouver r — y — , la 

vitesse deviendra JL-jLlJîjLjL t comme ci-dessus. 

y —y 

De cette manière , on pourra toujours éliminer le temps dans les 
équations du mouvement, pour avoir toift de suite celles de la courbe 
décrite ; et nous aurions pu en user d'abord ainsi : mais l'analyse que 
nous avons donnée, nous sera utile pour découvrir, comme nous l'avons 
annoncé au commencement de cet écrit, la véritable source de la méprise 
où Newton est tombé dans la première édition des Principes, en résolvant 
Je problème dont nous venons de nous occuper , et qui est le troisième 
du second livre de cet ouvrage. 

• * 

203. Voici la première solution de Newton réduite en analyse 
( Œuvres de Jean Bernoulli, tom. J , pu*. ^.8 r ). Le mobile étant parvenu 
à un point quelconque de la courbe , sans la résistance et la gravité il 
décrirait dans un temps donné très - petit, une partie très -petite de la 



s 
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tangente que nous désignerons par et; soit y le petit espace que la gravité" 
ferait décrire dans le même temps perpendiculairement à l'horizon, et y 
le petit espace dont la résistance diminue l'espace a parcouru sur la 
tangente, il est clair que le rapport de $> à y sera celui de la résistance 
à la gravité. Ainsi le corps , dans le temps qu'il aurait parcouru sur la 
tangente l'espace a. — j>, sera descendu verticalement de la quantité y; 
par conséquent y sera la flèche de l'arc * — y. Maintenant , si on 
considère le corps comme partant du même point et rebroussant chemin 
pour décrire en sens contraire le même arc de courbe qu'il a parcouru , 
il faudra regarder la résistance comme négative , et par conséquent comme 
une force qui accélère le mouvement au lieu de le retarder. Ainsi, le corps 
décrira, dans le même temps très -petit, l'espace a -+- y sur la même 
tangente dans une direction contraire*, et descendra en même temps verti- 
calement de l'espace y, en vertu de la gravité. Par conséquent y sera 
la flèche de l'arc a. -h- 5) , pris de l'autre. côté du point de la courbe dont 
il s'agit. Or , les flèches étant pour les arcs infiniment petits , comme les 
carrés des arcs ou des tangentes , la flèche de l'arc* — 5», pris du même 

côté que l'arc * -f- o , sera y / * ~~ ! //donc, la différence des flèches 

.•*■*"" 

pour les arcs égaux a — pris de part et d'autre du point donné de 

/ a 01» , .0 

la courbe , sera y f 1 - —tri = -r^ — stt- * nommons cette 

différence fi , on aura , l ... = fi, et — = — * ~- = — a - , 

à cause que la petite ligne 5) , parcourue d'un mouvement uniformément 
accéléré, est infiniment plus petite que la ligne a. parcourue dans le même 
temps d'un mouvement uniforme. Tel est le raisonnement de Newton, 
présenté de la manière la plus claire ; et le résultat que nous venons de 
trouver, s'accorde avec celui du corollaire II du problème cité , où il est 
visible que les lignes CF et FG sont ce que nous avons nommé a et y, 
et que la différence FC — Kl est ce que nous avons nommé fi. 

Maintenant , en prenant les abscisses x horizontales et les ordonnées y 
verticales et dirigées de bas en haut , Newton suppose que pour l'abscisse 
x -4- o, l'ordonnée, exprimée en série , est^ -\- Qo — Ro" — So* &c. , 
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* et il remarque que la partie de la tangente qui répon d à la partie o <îe l'axe , 
est o Y ( i -+-(?}, et que la flèche, c'est-à-dire, la partie de l'ordonnée 
comprise entre la courbe et la tangente, est Ro x -H So* -+- &c. En 
faisant o négatif, on aura la flèche qui répond à la même partie de la 
tangente prise de l'autre côté du point de contact, et qui sera, par conséquent, 
/? o x — So\ -H &c. ; et la différence des deux flèches sera 2 So* — &c. : 
or , il est visible que les quantités 0 Y ( 1 -+- Q 1 ), Ro l -H- So* -+- &c. : 
et 2 JV — &c, répondent à celles que nous avons nommées *, y et l; 

donc , la quantité — , qui exprime le rapport de la résistance à la 

S V (\ -+- O 1 ) 

gravité , deviendra , en divisant le haut et le bas par o' , — — -— f— 4 

z=z — ; '•— , en faisant évanouir la quantité infiniment petite o. 

C'est aussi le résultat trouvé par Newton dans l'exemple premier du 
même problème. 

Suivant notre notation , lorsque x devient .v -f- 0, / devient y H- 0/ ' 
H / -i f -4- &c. ; donc , comparant avec la série de 

v" y"' 

Newton , on a (2 — — , ^ = — ; substituant 

' 2 2 . j 

ces valeurs dans la formule précédente , le rapport de la résistance à la 
gravité deviendra — ^f' j ^.) 12 , au lieu que nous l'avons trouve 

ci-dessus ( //.' 20 1 ) 2 y* ' ^ ou " sult ^ ue * a 50 ^ ut * 0IÎ 

de Newton est fautive. 

■ 

Il est remarquable que si on substitue simplement/,/, y m pour Q. 
— /?, — J, on a un résultat exact : c'est ce qui a fait croire aux 
Bernoulli qui ont découvert les premiers l'erreur de Newton, et à tous 
ceux qui en ont parlé depuis , que cette erreur venait de ce que Newton 
avait pris les termes de la série Qo — Ro x — JV — &c. a pour les 
différences premières, secondes et troisièmes de l'ordonnée, tandis que ces 
termes ne sont égaux qu'à ces différences divisées par 1 , 2,6, &c. Mais, 
d'après l'analyse que nous venons de donner de ia solution, de Newton , 
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II est facile de voir que sa méprise ne vient point de la considération 
des différences dont il n'est point question dans sa solution , et que la 
substitution des termes R o* et So* de la série dont ii s'agit , à la place 

des quantités y et — dans la formule ~^~r > est légitime: ainsi, l'erreur 

doit être dans cette formule même, qui donne le rapport de la résistance 
à la gravité. 

204. La solution de Newton peut être rendue plus simple et plut 
directe de la manière suivante. En nommant a la vitesse dans un point 
quelconque de la courbe , u 8 est l'espace que le corps parcourrait sur la 
tangente dans le temps 6 , en faisant abstraction de la gravité et de la 
résistance. Nommant g la force absolue de la gravité , et r celle de la 

résistance, et — - - — seront les espaces parcourus , en vertu decesforces, 

dans le même temps 9 ; ainsi , le corps aura parcouru , suivant la tangente, U 

ligne i/8 — , et, suivant l'ordonnée jr, la ligne — ^— , dans une 

direction contraire à celle suivant laquelle cette coordonnée croît. Soit A 
l'angle de la tangente avec l'axe des x , il en résultera, suivant la direc- 

r 8* 

tion de l'axe des x , l'espace ( u% ) cos. A, et, suivant ladirec- 

tion de l'axe des y, l'espace (u% — ) sin. A ^— . Or, y étant 

fonction de .v , supposons , avec Newton , que x devenant x -f- 0 , y 
devienne^ Qo — Ro 1 — «5V — &c; il faudra donc qu'en faisant 

0 = (u§ ) cos. A, on ait Qo — Ro* — So> , &c. 5= (u 8 — 

^ s. 

r S* e S* 

— ) sin. A — ~ — , quelle que soit la valeur de 8, qu'on suppose 
très - petite. 

Substituons , dans la seconde équation , la valeur de 0 donnée par fa 
première , et ordonnant les termes par rapport aux puissances de 8 , on aura 

G Qa cos. A — ( cos. A -+-Ru % cos. A*) 8* — ( Rur cos. A" 
-H JV cos. 'A*)V &c. = h sin. A — ( ^— ~+~~~~J û*« 
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Comparant terme à terme , on a Qa cos. A = « sîn. <<4, @r cos. ^4 -H 
z Ru* cos. y<P n= r sin. A /?«rcos.y4* JV cos. A i =z o , &c. 

La première équation donne tang. A z=z Q; substituant cette valeur 

dans la seconde, on a 2 R u cos. A 1 z=.g, d'où l'on tire u x =r — 3- 

# 

— 2 ( 1 ) , Ja tro i s ^. me donne r = ^ * C °*' ^ , substituant 

.2 R A 

pour u et pour cos. A leurs valeurs , on aura r= -2 , et 

de-là — = S V ^ l * ^ - ; rapport de là résistance à ia gravité , 

comme Newton l'avait trouvé. En effet , il est facile de voir que cette 
analyse n'est , au fond , que celle de Newton débarrassée de la considé- 
ration des deux mouvemens en sens contraire , et réduite à la forme la 
plus simple; mais elle a, de plus , l'avantage de faire connaître facilement 
la source de l'erreur , et de donner le moyen d'y remédier. 

Car, pour peu qu'on examine le calcul que nous venons de faire, ou 
doit voir que , puisque les valeurs de 0 et de Qo —? Ro* — So } — &c, 
sont exprimées en séries qui procèdent suivant ^les puissances de 6, et 
que ces séries ne vont pas au-delà de la seconde puissance de S, il n'est 
pas permis de pousser l'approximation au-delà de cette même puissance 
dans l'équation résultant de l'élimination de 0 : d'où il suit que le 
terme, qui contient 6 ' dans cette équation , doit nécessairement être 
incomplet; et puisque c'est de ce même terme que dépend le rapport 

cherché de — , on en doit conclure, que la valeur trouvée de ce 

rapport est inexacte. 

■ 

205. Pour pouvoir obtenir, de cette manière, un résultat exact, il 
faudrait donc tenir compte, dans les ' ux séries dont il s'agit, des termes 
qui contiendraient les troisièmes puisW. ?s de G ; ces termes ne sont 
point donnés, comme les premiers, par les conditions du problème; mais 
on peut les en déduire par la loi de la dérivation de ces .termes. Car, 
en regardant les coordonnées x et y comme fonctions de t, ces coordonna s , 
lorsque / devient t -f- G , deviennent , par les considérations mécaniques 

développées 
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Google 



DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 249 
développées dans le numéro précédent, x -+- cos. A — rcos. A 

et / -4- 8tf sin. A — ( r sin. A -f- g) : ces séries étant comparées 

9* V " 

avec la forme générale x -+- 0*' H x" H -+- &c. , et 

0 2 2.3 

/ fi/ -f- — / -4 y*' H- &c. , on aura x* =z u cos. A, 

x" zrr — r cos. A , et / zzz u sin. v4 , je* r= — r sin. >4 — g, d'où 
Ion tire d'abord = — (r cos. *A / , f = — (r sin. A )' , en 
dénotant par un trait appliqué aux parenthèses , la fonction prime de la 
quantité renfermée entre les parenthèses. Ainsi les troisièmes termes des 

séries dont il s'agit, seront — - (r cos. A/ et — — f r sin. /4/. 

Or ( r cos. A / = r cos. >4 — r y4' sin. A ', et f r sin. A )' 
r' sin. /I H— r /I' cos. ^4; mais les valeurs de x / et x" étant comparées , 
donnent — r cos. /4 — ( u cos. ^4 = u' cos. >4 — u A' sin. /4 , et 
de môme celles de / et / donnent — r sin. /4 — £ =. ( u sin. >4 / 
= u' sin. ^4 a i4' cos. , d'où l'on tire , en éliminant u' , — g cos. A 

cos j4 

ss u/4'; savoir, /4' = . Substituant cette valeur de /4' 

dans les formules ci-dessus , on aura 

( r cos. A)' = S cos. A -f- *'*°-A<°> A t ( , sin . ^ ^ _ 
/ sin. a — g A ' . 

U 

On ajoutera donc ces nouveaux termes aux valeurs des quantités 0 et 
Qo — Ro x — JV — &c. du numéro précédent , et l'on aura 

■ 

0 zsz 6 0 cos A — r cos. A — / / cos. A 

2 2. 3 1 

,r .in. A ce. j ^ ^ Qq _ Rq% ^ _ (< ^ ^ _ 
9* 7 . . , 9' , . . /r cos. , 

— — ( r sin. A -h-gj — — (r sin. A — . — - J, 

Ii 
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Éliminant 0 et poussant la précision jusqu'aux o % , on aura l'équation 

6<2« cos. A — G* {^Qr cos. Ru s cos. A*) — 6' [-£f 

. . . g r tin. A cos. A . _ Ai 

( r cos. A —H- ) — R u r cos. A 

U ' 

.5V cos. v4 3 ] — ôff sin. /i : — ^ r sin. A g ) — 

•- - î » x . 

8' y .# . j g r cos. A* 



d'où l'on tfre , par la comparaison des termes , les équations 
Qu cos. ^4 = u sin. 4* Qr cos. A zRu cos. A' ss r sin. /4 -4-#, 

<2 /V cos. -f- J — 6 R u r cos. /4 

f5 JV cos. /T = / sin. A — . 

« 

Les deux premières étant les mêmes que dans le numéro 204,, elles 

donneront également tang. A = Q et a 1 =: — - 1 - - ; mais la 

troisième , en y substituant Q cos. A à la place de sin. A , ensuite divisant 

par cos. A~ , et multipliant par u, deviendra Q 1 g r 6 R u 1 r 

6 Su* cos. ^4 =: — gr; substituant la valeur précédente de u*, on aura 

— 2 ^f'+yyH + ^ — o, 

d ou 1 on tire , a cause de cos. /4 = — — - , — = : — : 

*{i-*~ (L J g 4- K 

c'est la valeur que Newton donne dans la seconde et dans la troisième 

édition des Principes ( livre II, problème III ) ; et on voit qu'en substituant 

y" y" 

dans cette valeur les quantités /, — , -— — à la place de 

Q, R, S ( ti.° 203 J , elle devient — ZJLLL+JlLL , telle qu'elle 

doit ctre ( a' 201). 
• Comme Newton n'est parvenu à ce dernier résultat qu'en suivant une 
marche analogue à celle du calcul différentiel , nous avons cru qu'il 



Digitized by GoogI 



DES FONCTIONS ANALYTIQUES? 251 

n'était pas Inutile de faire voir comment la méthode des séries pouvait 
y conduire, et qu'on nous saurait gré d'éclaircir , en même temps, un 
point d'analyse sur lequel les plus grands géomètres s'étaient trompés, 
et qur peut intéresser l'histoire de la naissance des nouveaux calculs. 

• 

206. Reprenons les formules générales du numéro 199, et supposons 
que la force P soit dirigée vers un point déterminé par les coordonnées 
a, b, c ; si on nomme p la distance rectiligne de ce point au point de la 
courbe qui répond aux coordonnées x , y, £, on aura pzzzV^ [ ( x — a ^ 

■+- (y — ! >J l -H (l— c) x ] , et il est visible que — — , . 

-1 ? P 

seront les projections de la ligne p sur les axes des x, y, £; donc — - — , 

- - , 1 - seront les cosinus des angles que la ligne p fait avec 

ces axes, c'est-à-dire, des angles A, ,u, y , que la direction de la force P 
fait avec les mêmes axes. Donc , les termes P cos. \, P cos. /x, P cos. v , 
dus à la force P dans les valeurs de Mx" , Mf, M 1 , pourront être 

représentés par P *~"' , P 2^1. , p -iZLL . 

p P p 

Si maintenant on suppose p égal à une constante d , on aura l'équation 

de la surface d'une sphère dont d ou p sera le rayon , et dont le centre 

sera déterminé par les coordonnées a , b , c ; et la direction de la force P 

sera perpendiculaire à la surface de celle sphère, puisqu'elle tend à son 

centre. Donc, si une autre surface quelconque représentée par l'équation 

f(x,y, 1) z= o est tangente à la sphère, la directiôn de la force P 

sera aussi perpendiculaire à cette surface, et l'on aura, par le n.° 151., 

1 . — l 1 y — b 
en substituant p a d , = — — — - — — , — 

' , r ;ôuVct 



* ( 1 - c + c) p + s,y. , ?.. . 

sont les fonctions primes relatives à x et y de la quantité £ regardée 
comme une fonction de a- et y donnée par l'équation de Ium surface. 
Or, en prenant les deux équations primes deffx,y, iJ =f= .0 , rela- 
tivement à x et y, on a ( n.» 92 j f (>xj z' f (1/ z£ o , # 

Ii z 
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f (y) Z ,f II ) = o , où /' (x) ,f'(y),f'(z) lignent les 
fondions prîmes de la fonction / (x, y , z) prises relativement à x,y, 

Donc , == 7^7; — TyS" ' par consd( ï uent » Qn auia 

p *\r (*r + r (y? + r T\F\ 9 

y-* f'(yj 

p — / [ /' (* r + f (y 7 . /' f z r i ' 

z - c r < i) 

p — 7T7 <*r-f (y)' + r 7W1 ' 

Donc , si la force P agit dans une direction perpendiculaire à la surface 
représentée par l'équation f (x, y , z) = o , il en résultera, dans le* 
valeurs des quantités Mx" , M y", M-£ , les termes respectifs 

* l/J±) : 

'if (*r + r ( y ) % - /' ( t r j ' 

P r (y) 

HT (* r + r TTrTT (i) x ï ' 
pf(z) - 

'if (*)'-*-f(y)'+f(iri ■ 

207. Si on suppose que le corps soit forcé de se mouvoir sur une 
•surface courbe représentée par l'équation f (x , y , i) — o , il est clair que 
l'action de la surface sur le corps ne peut être que perpendiculaire à la 
surface. Nommant donc P la force qui résulte de cette action, et faisant 

« Sas nr (t y + r(in ■ °" aura n f(*}> WM- 

Tif (z) pour les termes dus à cette force dans les équations dun.° iop. 
Or, la force P n'étant donnée que dans sa direction, sa valeur demeurera 
inconnue : par conséquent la quantité FI entrera dans ces équations comme 
une inconnue , mais comme on a l'équation f (x, y , i) = o , à laquelle 
les valeurs de x, y , z doivent satisfaire, quel que soit le temps t, en 
éliminant l'inconnue n, on aura encore autant d'équations qu'il sera 
ix'cessaire pour la solution du problème. 
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Maintenant il est facHe de concevoir que le même résultat aura Jieu , si , 
en faisant abstraction de ia surface , .on considère seulement l'équation 
f (x, y ,z) == °» comme une équation de coudijion donnée par ia 
nature de ia question mécanique proposée, d'où i'on conclura que toute 
condition du problème exprimée par l'équation f { x , y , z) z= c , 
donnera dans les valeurs de M x" 1 My" , Mz" , des termes de la forme 
Uf< (x),ï\f' (j).ï\f' (1). 

Donc aussi , s'il y avait dans le problème deux conditipns exprimées 
par les équations / ( x, y* z) * 9 ( * > y » z) 0 » ce *l u * est k cas des 
corps qui se meuvent sur des lignes de figures données., chacune de ces 
équations donnerait de pareils termes. Ainsi , on aurait , en vertu de ces 
équations, les termes H/' (x) * <p' (x ) , Uf (y) -+- (y) , 
Tif (z) H- ¥ ( z) > à ajouter aux valeurs de Mx" , My" , Mi". 
Les quantités FI et ^ demeurent indéterminées, et doivent être éliminées; 
mais les équations que l'on aura de mqins par ces éliminations, seront 
remplacées par les équations données f ( x , y,zJzzzo, et p f x , y , ^ — o ; 
et ainsi de suite. 

208. Jusqu'ici, nous n'avons considéré que le mouvement d'un corps 
isolé; mais les formules que nous venons de trouver s'appliquent également 
au mouvement des corps qui agissent les uns sur les autres d'une manière 
quelconque , soit en se tirant par des fils ou par des leviers , soit en se 
poussant immédiatement ou par l'entremise de verges ou de ressorts, &c. 

Lorsque plusieurs corps sont joints ensemble et dépendent Jes uns des 
autres , de manière que l'un ne puisse être mu sans que Jes autres ne 
participent plus ou moins à son mouvement, on peut toujours exprimer les 
conditions de ce système par des équations entre les coordonnées des 
différens corps qui le composent; car il est visible que ces conditions ne 
peuvent consister que dans des relations données entre les lieux des 
corps dans l'espace. On aura donc, dans ce cas , différentes équations delà 
(ormef(x,y, z> \> 8cc.J ■=. o , en nommant x , y, z les coordonnées 
de l'un des corps du système dont M sera la masse , n , £ les coordonnées 
d'un autre de ces corps, qui aura la masse N, &c; et chacune des fonc- 
tions/ (x, y . 4 ) donnera , relativement au corps M , dons les valeurs 
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de A/x", My-, Mi" , les mômes tewnes ïlf> (x), Uf\\(j), nf"( Z ), 
que s'y les quantités £, m, &ç. , étaient constantes i: car il est facile Je 
concevoir que ta direction des forces P,Q, «Sec. , doit être la même dans 
un instant quelcoiftjue, soit que k?s corps se raieuvenc ou non., puisqu'elle 
dépend uniquement de la disposition mutuelle des corps dans cet instant. 

Par la même raison , la même fonction donnera, relativement au 
corps AT dans les valeurs de N*" , Nu", N'C? , les termes XI /'■(%)_, 
n/' h) , n/' (C), en dénotant par /' (l) , f (.*), f ( ^ les 
fonctions primes de/fx, y , £, % , , C, . ) prises relativement à 
£ , », ÉJï et ainsi de suite pour chaque corps du système, et pour chaque 
fonction ré.siiltant des différentes équations données par les conditions 
du système. . - ■ < 

209. Quand des corps s'attirent ou se repoussent ; par des forces 
intrinsèques , ou par P&cfiot} de ressorts auxquels ils sont attachés, comme 
la force s'exerce suivant la jigne qui joint les deux qorps qui agissent l'un 
sur l'autre, sa direction sera , pour chacun des corps r perpendiculaire 
à la surface sphcxtyue qui passerait par ce corps , et aurait son centre 
dans l'autre corps. Ainsi, nommant ✓/la distance des. deux corps M et N, 
on aura , pour les deux surfaces l'équation / [ (x — £/* -+- (y — *JP 
H— (1 — £)* ] = d, en prenant x ,y, 1 pour les coordonnées de celle 
qui passe par M , et *, £ pour les coordonnées de la surface qui passe 
par N. Ainsi, suivant la théorie du n.° 207 , on fera j (x, y, 3, E, n, Ç) 
— V \ (x — -+- (y — Z — Ç> J ] — dt et comme 
cette valeur donne /' (x) 1 -4- /' (y J 1 -H— f (l) t = 1 , on aura 
P — n. Donc , puisque la quantité il doit être regardée comme constante, 
en prenant les fonctions primes , on fera simplement 

f(*. y . z . 1 . », tj = / [ a — l r rjr (y — «/" ■+■ (1 — C/ ] = 

et prenant n pour la force absolue qui agit sur les deux corps , on aura 
les mêmes formules que ci- dessus pour l'effet de cette force dans le 
mouvement des corps M et N, où il faut remarquer que la force n 
devra être prise positivement lorsqu'elle tend à augmenter la distance entrç 
les corps , et négativement lorsqu'elle tend à la diminuer. 
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Ici r T .iL eh évident; que ia quantité II doit être laTmême ; pour 
les termes qui v résultent de la' même fonction f( x ,y.<\ nhl*}. dans les 
équations relatives aux corps M^et N. -On pourrait douter si cela doit 
avoir lieu en uénéral, comme nous l'avons supposé , de queluue manière 
que les corps agissent entre eux; mais on peut le prouver par le moyen 

du principe connu des vitesses virtuelles. . 

• .:*! 1! jrytu it»! uu • ". . ' r. \lt*:v j ; .. • • ;» jPih.'? %<•' M 

210. En effet* de ce qui a été démontré plus haut (n.° 207) , il résulte 
seulement que les forces dues à l'équation de condition f(x,y, %, 
= 0 , sont représentées-par FI f'(x), U f fy)\ Uf'fz) pour le corp.^4/, 
fur*f:fê}t$1tf(àj<, (O P our kj corps /V, et ainsi de suite; 
les quantités îl , , &c. , étant nécessairement les mêmes pour le même 
corps. Ces forces ne sont , à proprement parler, que des forces de résistance, 
qui naissent de l'action mutuelle des corps, ou qui viennent des obstacles 
qui, par la nature du système , altèrent et changent le mouvement des 
corps. Si donc on imprimait à chaque corps des forces égales* et directement 
contraires à celles-là , l'effet de ces forces serait détruit par les résistances 
dont nous venons de parler ; par conséquent, le système devrait demeurer 
en équilibre. Donc, les corps M , N, Sic. sollicités, suivant les direct 

tions de leurs coordonnées, par les forces Ylf* (x) ',•< $\(' (y ) l 

n/Vz/pour le corps M, par les forces — *f {V>— ff (*), 
— P our ' e corps et ainsi des autres, tïevront se faire équilibre. 

Or, par le principe des vitesses virtuelles, la somme des forces multi- 
pliées chacune par la vitesse que le point où ellé est appliquée aurait , 




suivant les directions de leurs coordonnées , pour leurs vitesses virtuelles , 
suivant ces directions , on aura pour l'équilibre des forces dont il sWît , 

l'équation ; ' ' : \V f :; ' r 

et cette équation devra avoir lieu en général en vertu de l'équation de 
condition / ( x , y , 1, £ , » , Ç . . . ) o d'où dépendent les forces 
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(*) > n /' ( y ) »*& c - Or; si on pcenJ leqnation prime de cette 
équation, relativement au temps /, dont les variables *, y, Z/ &c , 
sont censées être fonctions , on a (a. 9 jfj 

*f Y*/-f- ff(r) h* z'f (z) ~+™ 5775; -4- -+- 

4T fÇ/H-'&c. o; 

»/.{,.■ ' ■ ■ . > • '.,1 - S • 
et il est visible que cette équation ne peut subsister avec la précédente , 

indépendamment des valeurs des vitesses x f , / , &c. , à moins qu'on n'ait 

n = * = &C. 

On doit conclure dé là, en général, que les forces qui peuvent résulter 
de l'action mutuelle des corpS d'un système donné, se déduisent directe- 
ment des équations de condition qui doivent avoir lieu entre les coor- 
données des dilférens corps du système, en prenant les fonctions primes 
des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations. Les fonctions 
primes de la même fonction, prises par rapport aux différentes coordonnées, 
sont toujours proportionnelles aux forces qui agissent suivant ces coor- 
données , et qui dépendent de la condition relative à cette fonction. J'étais 
déjà parvenu à un résultat semblable dans fa, Mécanique analytique ; la 
démonstration précédente est plus directe, et donne, pour ainsi dire, la 
métaphysique de la chose. . .. 

lit*. Supposons que les conditions du système soient indépendantes 
de l'origine des abscisses , c'est-à-dire, de la position du plan des y et £, 
et que , par conséquent , les fonctions désignées par les caractéristiques 
f, <p , &c. , soient telles que si on augmente à la fois les abscisses x, Ë 9 Slc. 
des différens corps, d'une même quantité quelconque i, cette quantité . 
disparaisse d'elle-même des fonctions; ce qui aura lieu, lorsque ces fonctions ' 
ne contiendront pas les quantités isolées x , % , &c. , mais seulement leurs 
difiérences x &c. 

En substituant x — |— / , £ -+- i , &c. , à la place de x , &c. dans la 
fonction f (x,y, e '^ e deviendra, par le développement suivant 

les puissances de i , 

f(*.J.l.\~..) -f- >[f(*) f(l) -H&c. ] -H 

Donc 
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Donc ; on aura nécessairement l'équation du premier ordre 

f(*) + f(V "H &c. = 0. 
On trouvera , de la même manière , 

<p' (x) -h- j (l) -f- &ç. = o; 

et ainsi de suite. 

Or, si le système n'est soumis à d'autres forces que celles qui peuvent 
résulter de l'action mutuelle des corps , les équations du mouvement 
relatives aux coordonnées x, £, &c, seront de la forme ( nf jloj ).■ 

■ Mx m zszïl f(x) ^^ i (x) &c; 

N? = ïlf (l) HH * $ (V -H &c, . 

&c. 

Donc, ajoutant ces équations ensemble, on aura simplement 

M/ -H NÇ '41 &c. = o, V 

équation indépendante des conditions du système. 
Cette équation a l'équation primitive 

Mx r -+- N% -+- &c. -s ai 
et celle-ci a encore l'équation primitive 

Mx -f- jV£ -+- &c. = */ -4- 

d et £ étant des constantes arbitraires. 

Ainsi on a tout de suite , dans ce cas , une relation entre les diffé- 
rentes abscisses x, £, &c. 

Il est facile de voir que le cas dont il s'agit, aura lieu dans tout 
système entièrement libre de se mouvoir dans la direction de l'axe des 
abscisses , quelle que soit l'action que les corps peuvent exercer les uns 
sur les autres. Car alors , relativement à cet axe , les conditions du système 
ne pourront dépendre que de la position respective des corps, et nulle-, 
ment de leur position par rapport à l'origine des abscisses; par conséquent, 
les équations qui exprimeront ces conditions, ne pourront contenir que 
les différences x — &c. des abscisses. Et si les corps exercent les 
uns sur les autres des attractions ou des répulsions mutuelles , comme les 

Kk 
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fonctions f (x , y , . .) dues à ces forces , sont représentées sim- 

plement par les distances V [(x — %J* -\-(y — * )*-+-(z — C^*] 
( //.* 20 p ) , ces fonctions auront aussi la même propriété. 

Donc , lorsque le mouvement du système sera tout-à-fait libre suivant 
la direction de l'axe des x , de quelque manière que les corps agissent 
ies uns sur les autres, soit par des forces quelconques de résistance ou 
par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, l'équation précédente 
entre les abscisses x , &c. des différens corps, aura toujours lieu. 

Si l'on prend dans le système un point qui réponde à l'abscisse X , telle 
que l'on ait , 

y _ M x ■+- NI -+- &c. 

M -t- JV h- &c. ' 
on aura X" =r o, et de là A 7 a , X = a t, en supposant que 
' l'espace X soit nul au commencement du temps. Ainsi , le mouvement 
de ce point suivant la direction de l'axe des x sera, uniforme avec la 
vitesse constante a. 

212. Si, dans le même système, on suppose que les corps M, N, &cv 
soient de plus animés par des forces quelconques P, Q, &c. dirigées 
suivant l'axe des x et tendant à augmenter les x, £, &c, il faudra dans 
ce cas ajouter respectivement les quantités P, Q, &c. , aux valeurs de 
Mx" , N% , &o; ce qui donnera ies équations 

Mx" = />-+- Uf (x) -f- * f (x) -+- 8cc; • - 

If? = Q -+- n/vs; "+* (V -h &c.; 

&c. 

■ • 

dont la somme sera 

Mx" -+- NI" -f- &c. = P -f- Q -4- &c. ; 
et si l'on substitue pour M x H- N% —H- &c. la quantité ( M -t- 
JV -f- &c./ ^f, on aura 

équation qui représente le mouvement rectiligne suivant l'axe des x d'un 
corps dont la masse serait M TV* -4- &c r , et qui serait animé par 
>me force égale à /> -H Q &c» < 
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D'où l'on peut conclure que le point du système qui repond à 
l'abscisse X, aura, dans la direction de i'axe des x , le même mouvement 
qu'il aurait si tous les corps du système étaient concentrés dans ce point, 
et que toutes les forces qui agissent sur les corps dans la direction du 
même axe lui fussent appliquées. 

213. Si le système est libre à la fois relativement à l'axe des x et à 
celui des y , il est visible que les mêmes résultats auront lieu pour les 
mouvemens suivant ces deux axes ; et si le système est absolument libre 
dans tous les sens , alors les mêmes résultats auront lieu par rapport aux 
trois axes ; et on pourra en conclure que si on prend dans le système 
un point qui réponde aux coordonnées X, Y, Z, telles que l'on ait 

AI x -+- N l &c. 



X — 
Y — 



M N -+- &c. 

Ai y ■+- Nn -*-"&c. 
~A1 -+- N &c7 ' 

Ml -4- N{ -4- &C. 



ce point, lorsque le système n'est animé par aucune force extérieure, se 
mouvra uniformément en ligne droite; et que si les dirTcrens corps du 
système sont animés par des forces quelconques, le même point se mouvra 
comme si tous les corps y étaient concentrés , et que toutes les forces y 
fussent appliquées chacune suivant sa direction propre. 

Le point dont il s'agit est connu , en mécanique, sous le nom de centre 
Je gravite, et la proposition que nous venons de démontrer s'énonce 
ordinairement ainsi: L'état de mouvement" ou de repos du centre de 
gravité de plusieurs corps , ne change point par l'action mutuelle des 
corps entre eux , pourvu que le système soit entièrement libre; c'est ce qui 
constitue le principe ou la loi de la conseiyatton du mouvement du centre 
de gravité. . . -, - t ! . .1 . , 

U est bon de remarquer que ce principe a lieu aussi , lorsque , par la 
Tencontre et l'action mutuelle des corps , il survient des changemens 
brusques dans leurs mouvemens ; car on peut regarder ces changemens 
comme produits par l'action de ressorte interposés entre les corps qui, s« 
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choquent, et dont la durée est presque momentanée. C'est ainsi qu'on 
peut envisager les changemens qui arrivent dans le choc des corps durs, 
et c'est par cette raison que le mouvement du centre de gravité n'est point 
altéré dans ces changemens. 

214. On rapporte communément le centre de gravité de plusieurs 
corps à trois axes fixes , par le moyen des coordonnées X , Y, Z , données 
ci-dessus ; si on voulait le rapporter à des points déterminés, alors nommant 
<z, h, c les trois coordonnées d'un de ces points, et d la distance du 
centre de gravité à ce point , on aurait 

d l — (X—a) l -^-(Y — i/_t_/Z — ef — X'-j-Jr--*- Z 1 — 
2 a X 2 b Y 2 c Z -h tf* -4- ù* -f- tf\ 

Or, si on fait le carré de la quantité M x -+- A/£ H- &c. , il est 
facile de voir qu'on peut le mettre sous la forme ( M H— N -\-> &c. ) 
(Mx* N? H- ckc.; — MN (x — if — &c; donc on 
aura ( n. e précédent ) 

y. Mx % -+- AT ~<~ &c- MN (* - l) % h- &c. 

>i/ s- A 7 -h &c. (M -h at & c .;« 

et de là ^* — 2 a X -4- =: 

« .... 

// f.v — a )' -+- N ( \ — a &c /WA' (jr - -h <5cc. 



M «*- N &c. (M -+- M &c./ 

On trouvera de môme Y 1 — xbY -f- = 

A/ ( y ^ i ) * + n (* - b)* + &c ATA' fr — */ + 

^ + JV+ic. (M +>N &c./ » 

et pareillement Z* — ifZ + f l = 

,4/ f t - -t- ^ _ r ;» h- &c. M N (1 — -4- &c. 

+ &c. , f Àf h- JV ■+■ &c/ 4 

Si l'on fait ces substitutions dans l'expression précédente de d x , et qu'on 
désigne, pour abréger, par A la somme des masses AI , N , &c. , ^nulti- 
pliées chacune par le carré de sa distance au point donné , cette somme 
étant de plus divisée par la somme des masses ; et qu'on désigne aussi 
par B la somme des produits des masses prises deux à deux et multipliées 
par le carré de leurs distances respectives , cette somme étant divisée par 
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ie carre Je ia somme des masses , on aura d x p= A — B , et par 
conséquent d = Y ( A — B ). 

Ainsi, comme la quantité B ne dépend que de, la position respective 
des corps , si on détermine les valeurs de A par rapport à trois, points 
difterens , pris dans le système ou hors du système, à volonté, on aura 
les distances du centre de gravité à ces points , et par conséquent sa position 
absolue. Si les corps étaient tous dans le même plan , il suffirait de con- 
sidérer deux points ; et il n'en faudrait qu'un seul si tous les corps étaient 
dans une même ligne droite. En prenant les trois points donnés dans 
les corps mêmes du système , la position du centre de'graVîré sera donnée 
simplement paries masses et par leurs distances respectives. Comme cette 
manière de trouver le centre de gravité est peu connue , j'ai cru pouvoir 
la donner ici à cause de l'utilité dont elle peut être dans plusieurs occasions.' 

21 j. Supposons maintenant que lés conditions du système soient 
indépendant.'* de Ja direction des axes des a- et y \sur le plan de ces 
coordonnées, ensorte qu'en faisant tourner ces axes autour de l'axe des j 
d'un angle quelconque i, ce qirî changera les abscisses x, % &c. en 
x cos. i — y sin. i -, £ cos; i — » sjn.. / &c.» et le* ordonnées^ , * &c. en 
y cos. i -f— * sin. /, ti cos. / sin - ' &c., les fonctions représentées 

par les caractéristiques/, <p &c. ne varient point par ces changemens, 
quel que soit l'angle /'. II est facile de voir que cette propriété aura lieu, 
en général , dans toute fonction des quantités .r* y* , £* -+- >»' , 
x % -4— y*, x * ' — - y Sec. 

' Si l'on fait a r= x ( cos. I — '— 1 ) — y sin. i ,'b =zy (cos. i — 1 ) 
-+- x sin. i , et = £ f cos. / — » 1 ) — <- m sin. i , & z=z r\ ( cos. i — 1 ) 
-\- | sin. /', &c. ; il faudra qu'en substituant à la fois dans ces fonctions 
* a , y -+- b , £ -+- <t , * -f- 9> &c. à la place de x , y , £ , » , &c. , 
et développant suivant les puissances de / , la somme des termes affectés 
d'une même puissance soit nulle. Or, par ces substitutions et par le dé- 
veloppement suivant les puissances de a, b , et, j8, &c. , la fonction 
f(*»J* 1>Z--J devient/ (x, y, g. . • ) ■+■ <*/' ( x) -\- bf (y) -+- 

- , *f (V + W ~f{*J -H &c. 
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P »* 
Mais 6n a sîn. I s± / H &c, cos. / = I H &c. ; 

donc les ternies affectes de i dans la formule précédente seront 

n —yfiM-* *f Mi*-*f (V**if 

par conséquent on aura pour la fonction f(ï,y...J l'équation de condition 

*fy-yf (') -*- lf M -*r(l)-+-t«- = 0. ■; 

• ... , 

On trouvera de la même manière, pour la fonction <p (x, y. . .), 

JV 1 uatio " <| ,. I,! , , 

xç'.M — ?$' (*) ■+■ M. (*) — »?' (.0-*? &c - = °; 

et ainsi des autre* , ■, 

216. Maintenant, si les corps du système n'éprouvent d'autres actions 
que celles qui peuvent résulter de leur liaison mutuelle, les équations Ju 
jnou vement relatives aux; coordonnées * , y , y % , . u &c. seront de , cette 
formeY »? 247 U , L t% , ,[> j ' : .s 

iïf/ =± ny 7 (y) -f-'*y fv;>-+-6tcJ;:r 1 . 

&c. 

Donc, si on ajoute la seconde de ces équation^ multipliée par x, la 
quatrième multipliée par £ et ainsi de suite y et qu'on en retranche la 
première multipliée par. v,. la troisième multipliée par. r, &c. f - on aura, en 
vertu des équations de condition trouvées ci-dessus , l'équation 

M(xf — yx° ) -+- N(l*" — -H &c. = o, 

qui est aussi , comme l'on voit , indépendante des conditions du système. 
En prenant son équation primitive, on aura 

i*t*y — >"■) «a V — " IV, h- = c. 

C étant une constante arbitraire. Ainsi on a tout de suite une équation 
du premier ordre entre les coordonnées x, y, * &c. des différens corps. 
Or, x/ — yx f z=z xy 1 . -f- y x 1 : — x y x* ; mais x/ y x 1 est 
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la fonction prime de xy , c'est-à-dire, du double de l'aire du triangle 
rectangle dont x est la base et y la hauteur, et/x' est la fonction prime 
de l'aire de la courbe comprise entre l'abscisse x et l'ordonnée y ; donc 

x y' y 3/ - 

sera la fonction prime de la différence du triangle et de 

l'aire dont nous parlons; et il est facile de voir que cette différence est, 
en général , égale à l'espace compris entre la courbe dont x et y sont les 
coordonnées, et la droite menée de l'origine de ces coordonnées à la 
courbe, c'est-à-dire, à l'aire du secteur décrit par cette même droite qu'on 
nomme rayon vecteur. 

Ainsi, nommant A cette aire, on aura xy f — yx* z=z 2 A'; et nommant 
de même * l'aire décrite par le rayon vecteur mené à la courbe dont 
£ et îi sont les coordonnées , on aura pareillement £ »' — n % a= * *' ; et 
ainsi des autres. De cette manière , l'équation précédente deviendra 
z MA' -+- 2 N*' -f- &c. = C; et comme fes fonctions primes se 
rapportent ici au temps t, on aura cette équation primitive 

MA N<t h- &c. = -j Ct D , 

D étant une constante arbitraire , qui sera nulle si on fait commencer les 
aires A , a &c. au commencement du temps t. Alors la somme des aires 
multipliées chacune par la masse correspondante , sera proportionelie 
au temps: 

11 peut arriver suivant la forme de la courbe dont x et y sont fes 
coordonnées, que l'aire décrite par le rayon vecteur soit au contraire la 
différence de l'airé de la courbe et de celle du triangle , auquel cas on 
aura x/ — y d =r — 2 A' ; mais il est facile de se convaincre que, 
dans ce cas , l'aire sera décrite dans un sens opposé. Donc, en général, 
la somme des produits des masses par les aires sera proportionnelle au 
temps , en prenant positivement les aires tracées dans le même sens , et 
négativement celles qui seraient tracées dans un sens opposé. C'est une 
remarque essentielle, et sans laquelle le théorème dont il s'agit ne serait 
pas vrai en général. 

Cette loi des aires aura donc lieu dans le mouvement de tout système- 
4e corps agissant les uns sur les autres d'une manière quelconque, 
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pourvu que le système soit entièrement libre de tourner autour de Taxe 
des 1 perpendiculaire au plan des x et y ; car il est visible que les 
conditions provenant de la liaison mutuelle des corps., seront alors, les 
mêmes, quelque direction qu'on donne aux axes des x et y. 

Et si les corps agissent les uns sur les autres par des forces d'attraction 
ou de répulsion , les fonctions dues à ces forces étant représentées sim- 
plement paries distances V [ ( x — (y — * ) x -H ( j — K>)*} & c - 
(n.° 209 ) , ces fonctions auront aussi la propriété que nous avons sup- 
posée , et par conséquent la même loi des aires aura, encore lieu. t 

Enfin, si les corps M , N &c. étaient de plus animés par des forces 
quelconques P, Q, &c. , dirigées vers des points donnés de l'axe des j, 
éloignés du plan des x et y des quantités m , n , &c. , il est facile de 
conclure des formules du numéro 206 que l'on aurait à ajouter aux 

valeurs de M x" et Ny", les termes respectifs^ / ^ ^ ^ (l _ m) > ] 

O y. 

et /r ; ——. — ; et de même aux valeurs de MV et JWj 



x * ' 



ainsi de suite. Donc les valeurs des quantités M (xy — y x" J 
M — n % ) &c. seront indépendantes de ces forces, et la loi des 
aires subsistera également dans ce cas ; donc elle subsistera aussi si les 
corps ne sont animés que par des forces dirigées parallèlement au même 
axe, et par conséquent perpendiculaires au plan des x et y. 

217. Donc, en général, si le système est libre de tourner autour 
<Tun axe fixe , quelJe que soit faction que les corps peuvent exercer 
les uns sur les autres et de quelques forces qu'ils soient animés , pourvu 
qu'elles tendent à cet axe ou qu'elles y soient parallèles , la somme des 
produits de la masse de chaque corps par faire que sa projection sur un 
plan perpendiculaire au même axe décrit autour de cet axe , est toujours 
proportionnelle au temps. 

Si donc le système était libre de tourner, d'une manière quelconque, 

autour 
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autour d'un point fixe, et qu'outre l'action mutuelle des corps, chacun 
d'eux fût encore sollicité par une force quelconque tendant à ce point, 
la même loi des aires aurait lieu relativement à tous les axes qui 
passeraient par ce même point. Ainsi , dans ce cas , en prenant ce point 
pour l'origine des coordonnées, on aurait, relativement aux trois axes des 
coordonnées, ces trois équations du premier ordre ( n." précédent): 

M (xf — yx') -+- N (lit — 1 £7 -H &C = C, 

M (xi — Z x') H— N (IÇ — Ç57 -+- &c. = D, 

M (yï — z/J -+- N (*Ç — ÇV; fisc = Es 
C, D , E étant trois constantes arbitraires. 

218. Si le système était entièrement libre, et qu'il n'y eût aucun 
point fixe , ces équations et par conséquent la loi des aires auraient lieu 
par rapport à un point quelconque qu'on prendrait pour l'origine .des 
coordonnées, et pour tous les axes qu'on ferait passer par ce point. 

Il en serait encore de mcme dans ce cas , si le point dont il s'agit , au 
lieu d ètre fixe dans l'espace , avait un mouvement quelconque rectiiigne 
et uniforme. En effet, supposons çu'il parcourre dans le temps t les 
espaces * t , &t , yt suivant la cire «ion des axes des x , y, Z , les vitesses 
<t, fi, 7 étant constantes, et soient p, q, r les coordonnées du corps M , 
"* ' X' ? ct " es l ' u cor P s N ' » rapportées à ce même point pris pour leur 
origine, il es; clair qu'on aura p — — a/, q — y — fit, r — ^ 
- — - yt, et de même tt z=. £ — «tf, % = * — fi/, y = Ç — yt; 
et ainsi des autres. Donc , on aura /></ — qp' — fx — a.t ) (y' — &) 
— (j—&t) ( V — *;=*/ —yx' —ce (tf — y )-+-$(tx' — x), 
et pareillement 7r%' — %7r' m J»' — »£' — <t ( t*' — » ^ H- 
Ê f r£' — J^/ et ainsi des autres formules semblables. On aura donc 

M (pq f — qp') -H N f 7T X ' — X-7 "H &C. 

= m (x/ — N(*ç — h- &c. 

Oit (M/ -+-&CJ -4- a. (M y -+- Nn &c7 

-+- (3/ fytf*' ^-*-&c.; — Q>(Mx -+- JVJ-h&c/ 

Or, dans ce cas (nfi 21 j et 21 j), Mx N% -H&c. = a/ -+- 

Ll 
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A/y -+- Nyi -f- &c. z=z et -H d; a, b, c, d étant des constantes: 
donc , faisant ces substitutions , ii viendra 

m (r<j — rjp') jr^x' — yyj ■+- & c - 

= A/f*/ ~ yj) N(W — -f- Sec. 

—h- «- >S ^ z=z C -h- ad &ù. 

Ainsi la quantité M (pif — + N(irx' — X^V H- &c. sera 
encore constante ; par conséquent , la somme des aires décrites autour de 
J'axe des r passant par le point mobile, multipliées chacune par la masse 
respective , sera aussi proportionnelle au temps. 

On trouvera , de la même manière , que les deux autres quantités 
M (pi* — tjf ) —\— N ( tt 2' — S*** ) -4-&C, M — r// 
H— N/X9* — ?XV "+■ & c - » seront constantes, et qu'ainsi la somme 
des aires décrites autour des axes des q et /; passant par le même point 
mobile , multipliées chacune par la masse respective , sera encore propor- 
tionnelle au temps. 

Donc , puisque, dans le cas dont ii s'agit, le centre de gravité du 
système ne peut avoir qu'un mouvement rectiligne et uniforme fn.'2/jj, 
il s'ensuit que la loi des aires aura lieu aussi par rapport au centre de 
gravité et pour tous les axes qu'on fera passer par ce centre. 

Nous remarquerons encore que la loi des aires dont nous parlons, a 
lieu aussi comme celle du mouvement du centre de gravité, et par la 
même raison ( n.° 2 '1 3 ) , lorsqu'il survient des changemens brusques 
dans les mouvemens du système, par l'action mutuelle des corps qui le 
composent. Ainsi la même loi peut s'appliquer également au choc des 
corps durs et à celui des corps élastiques. 

ai p. Quelles que soient les conditions du système, les équations de 
condition f ( x , y , 1, = o, <p (x, y , z, % . . . /= O , &c. 

donneront toujours, en prenant les fonctions primes relativement au temps 
t , dont les variables x , y , &c. sont des fonctions, 

*¥(*) +y'<P'(y) h- -f- h- «Y<y -+- W(tJ -+- &c. = o ; 

et ainsi de suite. 
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Or , sî le système n'éprouve que l'action des forces qui résultent de 
ces conditions , les équations du mouvement des corps AI, N , &c. seront 
de la forme ( n,° 2.08 ). 

Mx" = ïîf (x) -f- * rp' (x) -+- &c. 
M y" = Uf'(y ) -H * &c. 
Mi = Tlf( Z J-i- * <p' ( Z ) H- &c . 

atj" = n/v?; -h -+- &c 

jv =z'nf ( * ) -+- -+- &c. 

N = Tlf fÇJ -+- * -H- &c. 

&c. 

Donc, multipliant ces équations respectivement par a 7 ,/, ç', Ç' 4 6kc. 
et les ajoutant ensemble , on aura celle-ci , 

M(x' x -H// +ffJ+N(l> l" _h „' *" _h Ç' -t-&c. = o, 

qui est entièrement indépendante des conditions du système , et qui, par 
conséquent , aura lieu en général , quelle que puisse ctre la disposition 
et la liaison mutuelle des corps qui le composent. 
Cette équation a pour équation primitive 

M(*'* -H/* H- i % ) -4- AYS' 1 ■+" + &*. = //, 

dans laquelle // est une constante arbitraire. Or , nous avons vu ^ 
que / (x 1 * -H/ 1 -r-£'V exprime la vitesse du corps qui décrit la 
courbe dont x , y , 1 sont les coordonnées ; donc , si on nomme a la 
vitesse du corps M , v celle du corps N, et ainsi des autres , on aura 

*" -f- 7" -+- z' 1 = u\ J" -+- »" -H Ç" = f\ &C, 
et l'équation précédente deviendra Mu 1 H— -4- &c. = H. 

Dans la fameuse dispute sur l'estimation des forces , on a appelé 
force vive d'un corps en mouvement, le produit de sa masse et du carré 
de sa vitesse. Ainsi , en conservant cette dénomination , on voit par 
l'équation qu'on vient de trouver , que la somme des forces vives de tous 
les corps d'un système, est constante, lorsque ces corps n'éprouvent d'autres 
actions que celles qui résultent de leur liaison, et, en général , de toutes 
les conditions qui peuvent être exprimées par des équations entre les 

JLI 2 
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différentes coordonnées du corps , sans que le temps y entre. C'est dan* 
cette loi que consiste le principe de la conservation des forces vives. 

220. Si les corps agissaient de plus les uns sur les autres par des 
forces d'attraction ou de répulsion quelconques , ces forces donneraient ; 
à la vérité, des termes de la même forme Ylf'(x), Y\f (y), &c. dans 
Jes valeurs des quantités M x" , M y" , &c, en prenant pour la fonction 
f(x t y,...) la distance V[(x — V -f- (y — fl^Kf] 
entre deux corps , et pour FI la force absolue que ces corps exercent 
l'un sur l'autre ( n.° 20 p ) ; mais il est évident que la condition 

* r f Y* ) //' (y) ~*~ — - 0 » n'avait pas lieu pour cette fonction , 
comme pour celles qui résultent des conditions du système. Ainsi ces 
termes subsisteront dans l'équation indépendante des conditions du système, 
et l'on aura par conséquent 

M (x'x" -+- // -H i 1 J-*-N{? f-+-nV -H K'K'J &c. 

=n i*f( x )+jr(y)+tr(y)+W(V+WM+ÇF(t.J\ 

où l'on voit que la quantité x'f ( x ) -+- y'f (y ) -+- &c. est la fonction 
prime relativement à t de la fonction f ( x , y , 1, £ . . , J t qui est ici 

v [ (*— ir -+- (y—*r -•- (1— ,</ ]• 

Donc , en général , si on désigne par p la distance rectiligne entre les 
corps M et TV, et par P la force absolue d'attraction ou de répulsion que 
ces corps exercent l'un sur l'autre, si on désigne de même par 7 la distance 
rectiligne entre deux autres corps du système , et par Q lu force absolue 
d'attraction ou de répulsion entre ces corps , et ainsi de suite, en prenant 
les quantités P, Q, &c. , positivement lorsqu'elles tendent à augmenter 
les distances p , <j , &c. , et négativement lorsqu'elles tendent à diminuer 
ces distances, et qu'on nomme a, v, &c. les vitesses des corps M, N,&c, 
l'équation précédente deviendra 

Mai/ -h- Nvï &c. = Pp —H Q_ff -f- &c. 

qui est également indépendante des conditions du système, mais qui 
renferme, comme l'on voit, les forces P, Q, &c. d'attraction ou de 
répulsion mutuelle. 
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221. Enfin , si les corps étaient en même temps attirés vers des centres 
fixes , ou repoussés de ces centres , la même équation aurait encore lieu 
en prenant, par exemple, p pour la distance du corps M à un centre 
fixe , et P pour la force qui vient de ce centre ; et ainsi des autres. Car 
011 peut déduire le cas des forces tendantes à des centres fixes, de celui 
des actions mutuelles des corps , en supposant que quelques-uns de ces 
corps deviennent immobiles , ce qui a lieu lorsque leurs masses sont 
infinies ; mais , sans avoir recours à cette démonstration indirecte , il 
n'y a qu'à considérer que si le corps M, par exemple , éprouve l'action 
d'une force P qui part d'un centre fixe dont la position soit déterminée 
par les coordonnées l,m,n, et dont la distance à yV/soit/?, il en résultera 
(tu 0 2.06 ) dans les valeurs des quantités M x" , Mf , M~ï , les termes 

. c P(x-l) P(y- m ) p( l - n ) 

respectifs — , — — , ■ , et par conséquent 

P ' P P 

dans la valeur faAI(x , x" -h- //' -+- ZZ ) > ou de /WW, les termes 

PC '- ,> ' -+- f <yy» + 'u-.h ;mahpélaM 

= / [ ( x _ / y -t- (, _ m r ■+- ( z — « / ], on a 
P' = + + — . donc _ Ies termes dont 

il s'agit se réduisent à Pp'. 

D'où l'on conclura , en général , que l'équation 

Muu' _f- Nvv' -H &c. == Pp' -f- Qtf — 1— &c. 

a lieu pour un système quelconque de corps disposés ou liés entre eux d'une 
manière quelconque , et qui s'attirent ou se repoussent réciproquement, 
ou sont attirés vers des centres fixes , ou repoussés par des forces quel- 
conques P, Q, &c, en nommant p, q, Sec. les distances mutuelles des 
corps qui s'attirent ou se repoussent , ou leurs distances aux centres fixes 
d'attraction ou de répulsion , et prenant les quantités P, Q.tkc, posi- 
tivement ou négativement , selon que ces forces se. ont répulsives ou 
attractives , parce que les premières tendent à augmenter les distances 
p , q, &c. , et les secondes à les diminuer. 

222. Si les forces P , Q, Sic. sont respectivement des fonction* 
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quelconques des distances p, q, &c, suivant lesquelles elles agissent, 
ce qu'on peut toujours supposer lorsque ces forces sont indépendantes les 
unes des autres, ou, en général, si les quantités P, Q. &c. sont des 
fonctions de p, q, &c. , telles que la quantité Pp' -+- Q<f -t— &c. 
soit la fonction prime d'une fonction de p , q , &c. , que nous désignerons 
par F ( p , q • . . ) , l'équation primitive de l'équation ci-dessus sera 

Mu AV -+- &c. = K -+- 2 F (p , q . . •) 

K étant une constante arbitraire ; et , dans ce cas , les forces P , Q, &c. » 
qui agissent suivant les lignes p, q, &c. , «feront représentées par les 
fonctions primes F' ( p ) , F' ( q) , &c. 

Soient a, b , &c. les valeurs de p , q, &c. dans un instant donné, et 
U , V , &c. les vitesses de Ai , N , &c. dans cet instant, l'équation pré- 
cédente rapportée à ce même instant, donnera 

MU 1 -+- NV X -4- &c = K -h- iF(a,b ...), 

d'où l'on tire K = MU 1 -+- AK 1 -H &c. — a F (a, 6 . J; 
donc , substituant cette valeur , on aura l'équation générale 

Mvt -+- AV &c. = vWC/ 1 NV X -h- &c. H— 7 . . 

— 2 i*Y a, b . . . ). 

Cette équation renferme le principe de la conservation des forces 
vives pris dans toute sa généralité. Elle fait voir que la force vive totale 
du système ne dépend que des forces actives qui animent les corps , et de 
la position des corps relativement aux centres de ces forces ; de sorte que 
si , dans deux instant , les corps se trouvent à mêmes distances de ces 
centres , la somme de leurs forces vives sera aussi la même. 

J'entends par forces actives , les forces que les corps exercent les uns 
sur les autres , et dont l'effet est de changer leurs distances ou leurs 
positions respectives , comme les forces intrinsèques d'attraction ou de 
répulsion , les forces des ressorts placés entre les corps, &c. Au contraire, 
j'appelle forces passives les forces de résistance produites par les pressions 
des corps , les tensions des fils ou des verges , &c. , et dont l'effet est 
de maintenir les corps dans une même position respective, et d'empêcher 
que les conditions du système ne soient violées. Ces forces passives ne 
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contribuent en rien , comme l'on voit , à la production de la force vive ; 
les forces actives seules l'augmentent ou la diminuent, comme elles feraient, 
si les corps , étant mus iibrement , partaient des mêmes points et arrivaient 
aux mêmes points , en décrivant des lignes quelconques. 

223. Nous avons vu que la loi du mouvement du centre de gravité, et 
celle des aires, sont indépendantes de l'action mutuelle des corps, quelle que 
soit cette action , soit qu'elle vienne des forces passives ou actives ; ainsi, 
à cet égard , ces deux lois ont une plus grande étendue que la loi de la 
conservation des forces vives , qui n'est indépendante que de l'action des 
forces passives. Il résulte de là que cette dernière loi ne peut pas subsister, 
comme les deux premières , dans les cas où , par l'action mutuelle des 
corps, ou par la rencontre d'obstacles, il survient des changemens brusques 
dans leurs mouvemens, parce que ces changemens sont ou peuvent toujours 
être regardés comme l'effet des forces actives de ressorts placés entre les 
corps, ou entre eux et les obstacles, et qui, en se contractant ou se 
dilatant très-peu , maintiennent la loi de continuité dans la variation des 
mouvemens. La force vive des corps qui subissent ainsi des changemens 
brusques , reçoit, à chacun de ces changemens , une augmentation ou une 
diminution égale à la force vive que l'action de ces ressorts produirait 
si les corps n'étaient soumis qu'à cette action. 

Ainsi , si les corps M, N, &c. viennent à se rencontrer , ou à rencontrer 
des obstacles , de manière qu'il en résulte des changemens brusques dans 
leurs mouvemens , on pourra appliquer à ces corps, pendant leur action, 
quelque courte qu'elle puisse être , la formule du numéro précédent ; 
de sorte qu'en nommant U , V , &c. leurs vitesses au commencement de 
faction , u, v les vitesses à la fin de l'action, désignant de plus par a, b, &c. 
les valeurs des distances p, ej , &c. au commencement, et par <t, Sic. 
leurs valeurs à la fin de la même action , on aura 

MU*-\rNV % -*-&c* — Mu — Nv l — b\c.=.iF(a,b...) — zF(<t, $...). 

Ce qui montre que la différence des forces vives , au commencement et 
à la fin de Pactioir, sera 2 F f a , b. . . ) — 2 F (a., &...), où l'on 
remarquera que, quoique les quantités et, fi, &c. diffèrent très-peu des 
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quantités a, 6,&cc, la différence des fonctions semblables F(a,b. . .) et 
F (a., Ç>. . .) peut avoir une valeur finie quelconque. 

224. Comme ces fonctions sont inconnues , on ne pourrait pas déter- 
miner , de cette manière, la variation de la force vive; mais, dans les cas 
particuliers, on pourra la trouver d'après les conditions du problème. 

Lorsque des corps se choquent , soit immédiatement , soit par l'entremise 
de leviers ou de machines quelconques , si les corps sont parfaitement 
élastiques, la compression et la restitution se font suivant la même loi , 
et l'action est censée durer jusqu'à ce que les corps soient revenus , par 
la restitution du ressort , à la même position respective où la compression 
a commencé. On aura donc pour ce cas , dans l'équation précédente , 
a, — a,P>z=z&, &c. , et par conséquent F (a., jS. . .) —5 F ( a,b. . . ) ; 
d'où il suit que la force vive sera la même avant et après le choc ; ce 
qu'on sait depuis long - temps , mais dont on n'avait pas, que je sache, 
une démonstration simple et générale. 

Au contraire , dans le choc des corps durs , l'action n'est censée durer 
que jusqu'à ce que les corps aient acquis des vitesses en vertu desquelles 
ils ne se nuisent plus , et qui , par conséquent , ne produisent point 
d'action entre eux. Ainsi , l'effet de ces vitesses sur l'action mutuelle des 
corps étant nui, si on leur imprimait ces mêmes vitesses avant l'action, 
elle serait la même en vertu des vitesses composées de celles-ci et 
des vitesses propres des corps. Donc , elle serait encore la même , 
si les vitesses imprimées étaient égales et directement contraires à celles 
dont nous parlons , car l'action ne varierait pas , en supposant qu'on 
détruisît ces vitesses imprimées, par des vitesses opposées. 

Il s'ensuit de là que, dans le choc des corps durs, les vitesses a, v, &c, 
après le choc, doivent être telles que , si on imprime aux corps M, N, &c. 
ces mêmes vitesses en sens contraire, l'équation MU 1 H— NV* -+- &c. — 
Mu* — Nt % — &c. = 2 F (a, 6 , .J — x F(*, 0. . ) du numéro 
précédent subsiste également. Or , les termes qui en composent le second 
membre , ne dépendant que de l'action mutuelle des corps , demeurent 
nécessairement les mêmes ; donc la valeur de MU X N V 1 -+- &c. — 
Mu — AV — &c. , ne changera pas en composant les vitesses U, V, &c. 

et 
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et les vitesses u, v, &c. avec les vitesses — u, — v, c\c. Si donc ou 
nomme A la vitesse composée de U et de - — //, B la yîlesse composée 
de V et de — v , &c. , on aura l'équation 

Mir+NV' -h &c — Mit — Nv 1 — &c. = /J//I 1 -h- A7/' -k &c. , 

puisque les vitesses composées u — u, v — v, &c. , sont nulles. 

Comme 'U, V , &c. sont les vitesses avant le choc , et // , v les vitesses 
après le choc , il est clair que A , B , &c. seront les vitesses perdues par le 
choc; par conséquent, Aî A 1 -\- N B'~ -+-&c. sera la force vive qui résulte* 
rait de ces vitesses ; d'où l'on tire cette conclusion : que , dans le choc des 
corps durs , il se fait une perte de forces vives égale à la force vive que 
Jes mêmes corps -auraient s'ils étaient animés chacun de la vitesse qu'il 
perd dans le choc. Ce théorème remarquable est dû , je crois , à Csirnot , 
qui l'a trouvé d'une autre manière dans son Essai sur les machines en 
général; il est utile pour compléter l'équation des forces vives, dans les 
cas où il se fait une perte de ces forces par le choc. 

2 2j. Dans l'équation du n.° 221 

. Muu' Nvv' H- &c. = Pp' -+- Qq' H— &c, 
ies quantités p , q , &c. désignent les distances rectilignes des points où 
ies forces P , Q, &c. sojit appliquées , aux centres de ces forces; ainsi , 
les quantités p' , q' , &c. expriment les vitesses de ces points suivant {es 
directions de ces mêmes forces, et comme les quantités p, q, &c. n'entrent 
point dans l'équation , il s'ensuit qu'elle a toujours lieu , quelles que soient 
les forces P , Q, &c. , soit qu'elles tendent à des points donnés ou non, 
pourvu que l'on prenne pour p' , q' , &c. les vitesses respectives des points 
où ces forces sont appliquées suivant les directions mêmes des forces. 

Si les forces P, Q, &c. étaient en équilibre , la quantité Pp' — f- Q/f &c. 
serait nulle par le principe des vitesses virtuelles ( n.° 210) : ainsi l'équation 
précédente montre ce que cette quantité devient lorsque les forces pre- 
duisent du .mouvement ; et l'on voit qu elle est alors égale à la fonction 
prime de la moitié de la force vive de tous les corps du système, quelle 
que soit d'ailleurs la disposition et la liaison mutuelle de ces corps. 

Donc si, dans un instant quelconque, les forces qui agissent sur le 

M m 
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.système viennent à se contre-balancer , la fonction prime Je la force vive 
sera alors nulle , et par conséquent , la force vive sera un maximum ou 
un minimum ( n.° i j i J. En général, de toutes les situations que le système 
peut prendre , celle où il serait en équilibre , est aussi celle où sa force 
vive serait un maximum ou un minimum, s'il était en mouvement; et * 
il est démontré que l'équilibre sera stable lorsque la force vive sera un 
maximum , et qu'il ne le sera pas , lorsque la force vive sera un minimum. 
Mais la démonstration de cette propriété singulière de l'équilibre ne 
peut pas être insérée ici. Voyei la Mécanique analytique. 

226. Puisque les quantités p* , /f , &c. n'expriment que les vitesses 
des points ou sont 'appliquées les forces P , Q, &c. , estimées suivant la 
direction de ces forces, on peut prendre pour p, q , &c. les espaces 
simultanés parcourus par ces points, suivant ces directions. Ainsi Posera 
la fonction prime de l'aire de la courbe dont l'abscisse serait égale à p et 
l'ordonnée rectangle serait P, et de même Qtf sera la fonction prime 
de l'aire de la courbe dont l'abscisse sera q et l'ordonnée Q; et ainsi des 
autres ( n.° i j f ). Donc , si on désigne respectivement ces aires par 
(P)> (Q)> & c - » et qu'on prenne les fonctions primitives des deux 
membres de l'équation dont il s'agit^ n.° préc.) , on aura, en multipliant 
par 2 et nommant U , V les vitesses de M, N, &c. lorsque les aires 
(P) , (Q) , &c. sont supposées commencer : 

Mu 1 AV -h &c. — MU" — NV 1 — &c. -= 2 (P) + 2^ + &c. 

Cette équation est la même que celle du n.° 2 z 2 , qui renferme le principe 
«le la conservation des forces vives ; mais elle est présentée ici d'une 
manière indépendante des fonctions qui peuvent représenter les forces 
P, Q, Sec. 

' Si on suppose que ces forces agissent chacune séparément sur des corps 
libres dont les masses soient m , n , &c. , on aura , par les équations 
fondamentales du n.° içc),mp" z=z P , tuf z=z Q, &c.;donc, multipliant 
respectivement par 2 p' , 1 q' , &c , et prenant les fonctions primitives, 
on aura w/>" — a -\- x(P), nq' 1 =z b -f- 2 ( Q ), et ainsi des 
autres, a et b étant des constantes arbitraires. Donc ,' si on suppose, pour 
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plus de simplicité, que les vitesses p' , </ , &c. soient nulles, lorsque les 
aires (P ) , (Q) , &c. commencent , on aura a = o , b = o , &c. ; et par 
conséquent 

• «/' = 2 (P), n</ x = z(Q). 3cc, . 

où l'on voit que mf % , n<f x , &c. sont les forces vives produites séparément 
et librement par les forces P , Q , &c. pendant la génération des aires 
(P) > (Q.) • & c - "» <^ e sorte ( I ue ccs a ' res elles-mêmes sont égales à la 
moitié des forces vives produites. 

Donc , lorsque ces foif es agissent sur des corps liés entre eux d'une 
manière quelconque, elles produisent, dans tout le système , une augmen- 
tation de force vive égale à la somme des forces vives que chaque force 
produirait en particulier si elle agissait seule sur un corps fibre, et qu'elle 
lui fit parcourir, suivant sa direction, un espace égal à celui que le 
corps parcourt réellement , suivant la même direction. C'est proprement 
ce qui constitue le principe de la conservation des forces vives. 

227. Cette loi des forces vives est d'une grande importance dans la 
théorie des machines. L'objet générai des machines est de transmettre 
l'action des puissances motrices , de la manière la plus propre à vaincre 
les résistances qui s'opposent au mouvement qu'on veut produire. Ces 
résistances n'étant que des forces qui agissent dans un sens contraire à 
celui des puissances, on peut le* -regarder et traiter comme des puissances 
négatives. Ainsi, dans une' machine quelconque en mouvement, l'augmen- 
tation de la force vive totale est toujours égale à la somme des forces 
vives que les puissances auraient produites , moins la somme de celles 
<jui auraient pu être produites par les résistances , si les points sur .lesquels 
ces forces agissent s'étaient mus iibremeut. . -V .!r :-<! >{ j 

On peut réduire à Ja gravité et aux ressorts presque toutes les forcés 
dortl rious pouvons disposer. Un poids P , en descendant librement d'une 
hauteur //V acquiert une force «vive égale à 2 Ph ; car, dans ce cas , la 
force P étant constante , l'aire '(P) • est égale au produit de ïordonoée P 
par l'abscisse h ( Ainsi > lorsqu'on a à sa disposition une chute 

verticale h d'un poids P, rJn peut dépenser une force vive égale à 2 Ph, 
laquelle peut être employée dans une machine comme puissance ou 
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comme résistance. Un- ressort bandé , produit, en se débandant librement, 
une force vive qui dépend de la force du ressort et de l'espace par lequel le 
ressort peut se débander, et qui est égale au double de faire (P) ( m 0 226 ). 
Donc , si on a à sa disposition un ressort bandé jusqu'à un certain point, 
et qui puisse se débander par un espace donné, on est le maître de dépenser 
une force vive donnée et de l'employer dans une machine quelconque. 
Ainsi ou peut dire qu'une chute d'eau , dont la quantité et la hauteur 
sont donrtées ; qu'une quantité donnée de charbon , en tant qu'elle peut 
être employée à vaporiser une quantité dontujp d'eau ; qu'une quantité 
donnée de poudre à canon ; qu'une journée de travail d'un animai 
donné, Sic. , renferment une quantité déterminée de force vive, dont on 
peut disposer, mais qu'on ne saurait augmenter par aucun moyen mécanique. 

On peut donc toujours regarder une machine comme destinée à détruire 
une quantité donnée de force vive en consumant une autre force vive 
donnée. Et il suit du principe général , que la force vive des puissances 
motrices doit surpasser celle des résistances , de la quantité dont la force 
vive totale de tous les corps qui se meuvent eh vertu de ces forces , 
augmente pendant que ces mêmes forces vives se consument; et s'il arrivait 
des changemens brusques dans leurs mouvemens , il y faudrait ajouter 
la somme des forces vives qui résulteraient des vîtcases perdues dans les 
chocs ■(. nf 224). '■■ : 

On peut calculer de cette manière l'effet de toute machine, et déterminer 
les conditions nécessaires pour que cet effet devienne le plus grand qu'il 
est possible , relativement aux circonstances de la machine donnée. 

»! .• • ."ci 4 . .<:» »i . ■ . . ■ . ■..:«:•(■' ; ,>!.- ù : ■■ t .-•»•. 

z 2 8'. Je ne m'éteruJs ,pas davantage sur les applications à la. mécanique , 
et je ne m'arrêterai pas à résoudre des problèmes particuliers. Comme mon 
dessein n'est pas de donner , un Traité de mécanique, je mécontente d'avoir 
déduit de la théorie des fonctions, les principes et ie$équations fondamen- 
tales du mouvement, qu'on ne démontre, ordinairement que parla consi- 
dération des. infiniment petks. Je nrétais proposé ; dç montrer, dans, une 
troisième partie*, la 'correspondance idii calcul différentiel avec la théoriç 
des fonctions , et d'y faire voir principalement ^ue ta méthode des infiniment 
petits n'est qu'un instrument ingénieux fondé sur cette théorie, et destiné 
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â abréger les opérations qui en dépendent; mais comme ces rapprochemens 
ne sont pas difficiles , pour ne point trop grossir cet Ouvrage, je les 
laisse à faire à ceux de mes lecteurs qui possèdent le calcul différentiel ; 
et d'ailleurs , je m'en crois dispensé par le nouveau Traité du calcul 
différentiel de Lacroix , où ce calcul est présenté sous tous ses points de 
vue , et développé avec tout le détail qu'on peut désirer. 

FIN. 



. Fautes À corriger. 

Page 17, ligne 6, Naper , liseï Neper; 

ligne 12, e" , lisez e*". 

Ptige 27 , ligne 9 , positives , lise^ négatives ; 

- — ; ligne 11 , négatives, lise^ positives. 

• P fl g e jo» l'g"t 9, valeur de ({ -t-xj m — , lise^ valeur de fi~¥-uj m -' t 
Page 63 , dernière ligne , e" , lisez e™* . 

Page 68 , ligne 14, prime , lise^ primitive. 

P°g e 7 « » ligne 1 i , du lieu de V , lise^ — . 

Page 7 s , ligne j , au lieu de m — n , lisez Y* - 

Page 78 , ligne 1 5 , au lieu de sin. et, , //jq sin. a. 

Page 83 , ligne 3 , du fiai de u , ç", lisez 21/", 2 

/V^r 86 , ligne 1 1 , à AgS», change^ cos. ~ m sin. 

87 , ligne 3 , change n en fA. ; 
ligne 4 , rta/^q ç en « , et u en 

^» 97 » %W B , à la fin, changei en ~. 

Page 120, /fcff* 12, changcif" en 0". 

Ptf^f 121, ligne 11 et 1 + , ehmge\ /"' en <£"'. 

-Pfl^ 132, ligne 4, /tu //Vu de f, Arç>. 

J^g* 24 j , lignes 20 *r 21 , au lieu de + yP au numérateur, liseï 4*-,p, 

ligne zi , au lieu du premier dénominateur 47* , lis^ 4»;', 

Page 251, ligne 9 , efface^ le />. 
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